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Kurzfassung 

Bei alkoholischen Fermentationsprozessen in wässrigen Lösungen werden verschiedene 

Zucker (Mono-, Di- und Polysaccharide) über diverse Zwischenschritte in Ethanol und 

Kohlendioxid umgewandelt.  In der industriellen Produktion sind ultraschallbasierte 

Verfahren zur Analyse der Zusammensetzung des Fermentationsfluides aufgrund ihrer 

Robustheit,  Preisgünstigkeit  und der Möglichkeit zur Durchführung  von Onlinemessungen 

vorteilhaft.  Im Rahmen der vorliegenden Arbeit werden verschiedene auf der Auswertung 

von Ultraschallparametern beruhende Verfahren zur Simultanbestimmung des Zucker- und 

Ethanolgehaltes im Fermentationsfluid auch bei Anwesenheit gelöstem Kohlendioxidgas  

vorgestellt und hinsichtlich der Genauigkeit der Vorhersagewerte miteinander verglichen. 

Zunächst wird das Verhalten der Ultraschallkenngrößen Schallgeschwindigkeit und 

adiabatische Kompressibilität in standardisierten wässrigen Fluiden in Abhängigkeit von der 

Konzentration der Komponenten Zucker (2 - 16 Massenprozent) und Ethanol (1 – 6 

Massenprozent), dem CO2-Partialdruck (0 – 3,013∙105 Pa) und der Temperatur (2° – 30° C) 

untersucht. Als Modellsubstanz für den Zuckeranteil dient dabei das Disaccharid Saccharose. 

Aus dem Datenfeld der Schallgeschwindigkeit werden zwei polynomische Kalibriermodelle 

für die Zucker- / Ethanolkonzentration mit den Methoden der multiplen linearen Regression 

(MLR) und der Partial Least Squares (PLS-) Analyse gewonnen. Die minimale erreichbare 

Standardabweichung der mit dem jeweiligen Modell bestimmten Konzentrationswerte von 

den Referenzwerten liegt für das mit der MLR-Methode erstellte Modell bei 0,6 

Massenprozent für den Zucker- und 0,2 Massenprozent für den Ethanolanteil. Die PLS-

Analyse  liefert eine Standardabweichung für die Zucker- / Ethanolwerte von 0,36  / 0,13 

Massenprozent (Fluide ohne CO2-Anteil) bzw.  0,5  / 0,17 Massenprozent (Fluide mit CO2-

Anteil). 

Ein weiteres analytisches Verfahren nutzt ein linearisiertes Modell der adiabatischen 

Kompressibilität und der Dichte zur Zucker- / Ethanolbestimmung. Die Auswertung zweier 

physikalischer Parameter ergibt bei dieser Methode eine signifikante Steigerung der 

Modellgüte. Für Fluide ohne CO2-Anteil wird eine minimale Standardabweichung von 0,06 

Massenprozent für die Zucker- und 0,07 Massenprozent für die Ethanolkonzentration erreicht. 

Für CO2-haltige Fluide ergeben sich die entsprechenden Werte zu 0,06  / 0,13 Massenprozent.  
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Abstract 

At alcoholic fermentation processes in aqueous solutions there are converted various sugars 

(mono-, di- and polysaccharides) into ethanol and carbon dioxide by diverse intermediate 

steps. In the industrial production, ultrasound based methods for the analysis of the 

composition of the fermentation fluid are advantageous due to their robustness, price 

cheapness and the possibility for the accomplishment of on line measurements. Within the 

scope of the present work there are presented several methods for the simultaneous 

determination of the sugar and ethanol content in the fermentation fluid based on the analysis 

of ultrasound parameters, also at the presence of dissolved carbon dioxide gas, and compared 

with respect to the accuracy of their predictive values. 

Initially there is investigated the behavior of the parameters sound velocity and adiabatic 

compressibility in standardized aqueous fluids in dependency of the concentration of the 

components sugar (2 -16 mass percent) and ethanol (1- 6 mass percent), the CO2 partial 

pressure (0 – 3,013∙105 Pa) and the temperature (2 – 30° C). Thereby the disaccharide 

saccharose acts as a model substance for the sugar fraction. From the data field of the sound 

velocity two polynomial calibration models for the sugar / ethanol concentration are extracted 

with the methods of the multiple linear regression (MLR) and the partial least squares (PLS-) 

analysis. The minimal accessible standard deviation of the concentration values determined 

by the particular model from the reference values lies for the MLR method at 0,6 mass 

percent for the sugar and 0,2 mass percent for the ethanol fraction. The PLS-analysis yields a 

standard deviation for the sugar and ethanol values of 0,36 and 0,13 mass percent respectively 

(fluids without a CO2 fraction), as well as 0,5 / 0,17 mass percent (fluids including a CO2 

fraction). 

A further analytic method uses a linearized model of the adiabatic compressibility and the 

density for the sugar / ethanol determination. The analysis of two physical parameters at this 

method yields a significant increase of the model quality. For fluids without a CO2 fraction 

there is reached a minimal standard deviation of 0,06 mass percent for the sugar and 0,07 

mass percent for the ethanol concentration. For CO2 containing fluids the corresponding 

values results to 0,06 / 0,13 mass percent.  
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1 Einleitung 

Bei sämtlichen alkoholischen Fermentationsprozessen ist das Grundschema des 

biochemischen Reaktionsablaufes vergleichbar: Der in einem Fermentationsfluid enthaltene 

Zuckeranteil (Mono-, Di- oder Polysaccharide) wird durch Mikroorganismen (wie etwa 

Hefepilze) über verschiedene Zwischenstufen in Ethanol und Kohlendioxid umgesetzt [1], 

wie z. B. beim Monosaccharid Glukose 

 
COOHHCOHC 226 22 5612  

 

oder über den Zwischenschritt der Hydrolyse beim Disaccharid Saccharose 

 

OCOHHC

Fruktose

OHC

Glukose

OHCOHOHC

252

612661262

44

112212









 

In der zuckervergärenden Industrie, wie z. B. bei der Bier-, Wein- oder Bioethanolherstellung 

werden alkoholische Fermentationsprozesse in industriellem Maßstab genutzt. Unter den 

Gesichtspunkten der Sicherung der Produktqualität und der Kostensenkung ist es hier wichtig, 

den Prozessfortschritt und -status zu jeder Zeit und an jeder Stelle der Produktionskette 

lückenlos überwachen zu können. Wünschenswert ist dabei eine Online-Überwachung 

relevanter Prozessparameter während des Produktionsprozesses [2]. Eine entscheidende 

Bedeutung kommt dabei einer mit großer Genauigkeit erfolgenden Bestimmung der 

Konzentrationen von Zucker und Ethanol direkt am Gärtank als Leitparameter für den Stand 

der biochemischen Reaktion im Fermentationsfluid aber auch am Endprodukt zu. 

Zur gleichzeitigen Bestimmung des Zucker- und Ethanolgehaltes steht bereits ein breites 

Spektrum chemischer, physikalischer bzw. chemische und physikalische Analytik 

kombinierender Messmethoden zur Verfügung. Die größte Genauigkeit bieten hierbei 

Methoden wie die Gaschromatographie (GC) [3] oder die 

Hochleistungsflüssigkeitschromatographie (HPLC) [4], die allerdings für die Routineanalytik 

im Produktionsprozess aufgrund des für jede Einzelmessung zu betreibenden beträchtlichen 

Aufwands und der hohen Kosten weniger geeignet sind. Weitere Verfahren kombinieren die 

Dichte- mit einer Refraktometermessung [5], bzw. einer spektroskopischen Analyse [6, 7]. 

Ein gebräuchliches System für die Extrakt-(Summe aller enthaltenen Mono-, Di- und 

Polysaccharide [8]) und Ethanolbestimmung bei der Bierherstellung ist der SCABA-

Analysator [9]. Sämtliche vorstehend genannten Methoden erfordern eine separate 

Probenaufbereitung, und sind damit für Online-Messungen nicht geeignet. Mit einem von 
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Becker beschriebenen Fließinjektionssystem [10] lassen sich mit Hilfe enzymatischer 

Reaktionen sowohl der Ethanolgehalt wie auch die Konzentrationen verschiedener Zucker 

bestimmen. Der Bier-, sowie der Weinmonitor der Firma Anton Paar, die zur Online-Messung 

konzipiert sind, arbeiten zur Simultanbestimmung der Zucker- und Ethanolkonzentration mit 

einer Kombination aus Dichtemessung (Biegeschwinger) und Messung der 

Ultraschallgeschwindigkeit [11, 12]. Mit dem Gerät können allerdings nur Messungen am in 

der Hauptleitung durchströmenden Prozessfluid durchgeführt werden, eine Messung direkt 

am Gärtank ist nicht möglich. Ansätze zur kombinierten Dichte-

Schallgeschwindigkeitsmessung sind auch in den Arbeiten [13, 14] enthalten. Alle 

kombinatorischen Messmethoden sind relativ aufwendig und verursachen hohe Kosten in 

Anschaffung, Betrieb und Wartung. Rein ultraschallbasierte Messverfahren kommen mit 

wesentlich einfacher aufgebauten, kompakten Messanordnungen (Schallsender, 

Schallempfänger, Temperatursensor, optional Drucksensor, Elektronik zur Schallerzeugung, 

sowie Datenaufnahme und -auswertung) aus. Es ist möglich, mit einem Sensor verschiedene 

Ultraschallkenngrößen (z.B. Schallgeschwindigkeit, Impedanz) zu bestimmen. Messungen 

können direkt am Prozessfluid durchgeführt werden, eine Probenaufbereitung ist nicht 

erforderlich. Eine Montage des Sensors direkt am Gärtank [15], sowie eine – bedingt durch die 

kurze Dauer eines Messzyklus - kontinuierliche Online-Messwertaufnahme sind möglich. 

Weitere Vorteile der Ultraschalltechnik liegen in der gegenüber anderen Verfahren größeren 

Robustheit und Zuverlässigkeit im Alltagsbetrieb, sowie den vergleichsweise geringen Kosten 

für ein komplettes Meßsystem mit nur minimalen Aufwendungen für Betrieb und 

Servicearbeiten. 

Ultraschallbasierte Verfahren zur Konzentrationsbestimmung befinden sich bereits im 

industriellen Einsatz [16], wobei aber bisher nur die Bestimmung jeweils einer Komponente 

(Zucker oder Ethanol) in reinen Zucker- bzw. Ethanollösungen, oder in eingeschränkter Form 

bei gleichzeitiger Anwesenheit beider Komponenten möglich ist. Jede der Leitsubstanzen 

Zucker und Ethanol haben, wie das ebenfalls vorhandene Kohlendioxid, Einfluss auf die 

Ultraschallkenngrößen, was eine eindeutige Zuordnung nur einer Ultraschallkenngröße wie 

z.B. der Schallgeschwindigkeit zu einer bestimmten Kombination der Zucker- und 

Ethanolkonzentration problematisch macht. Einige bisher veröffentlichte Publikationen 

beschäftigen sich mit der Bestimmung der Zucker- [17, 18] bzw. Ethanolkonzentration [19] 

aus der Ultraschallgeschwindigkeit. Speziell mit der Bestimmung des Zuckeranteils (Würze) 

unter gleichzeitiger Anwesenheit von Ethanol und Kohlendioxid bei der alkoholischen 

Fermentation von Bier befassen sich die Arbeiten von Becker et. al. [15, 20, 21], wobei 
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allerdings die Würzekonzentration am Beginn der Fermentationsreaktion bekannt sein muss. 

Ansätze zur Zucker-Ethanol-Bestimmung bei der Weinfermentation, basierend auf der 

Analyse der Ultraschallgeschwindigkeit und -absorption bzw. der Schalldispersion, finden 

sich in den Arbeiten [22, 23]. Die Dissertation von Cha [24] stellt einen Ansatz zur 

gleichzeitigen Bestimmung relevanter Messgrößen wie Biomasse, Glucose- und 

Ethanolgehalt aus der Ultraschallgeschwindigkeit bezogen auf Bioprozesse an Hefekulturen 

vor. Bisher existiert keine Methode die, völlig losgelöst vom Ablauf einer bestimmten 

Fermentationsreaktion oder –reaktionskette (z. B. Bier-, Weinfermentation) ohne Kenntnis 

der spezifischen Anfangsbedingungen (Konzentration verschiedener Leitkomponenten), die 

Simultanbestimmung der Konzentrationen der Zucker- und Ethanolkomponente eines 

beliebigen Fermentationsfluides, gegebenenfalls unter Anwesenheit von Kohlendioxid, mit 

nur einem Ultraschallsensor erlaubt. 

Ziel der vorliegenden Arbeit, die im Rahmen des AIF-Projektes 14790N 

(Ultraschallsensorarray zur Analyse von wässrigen Zucker-Ethanol-Gemischen für die 

zuckervergärende Industrie) erstellt wurde ist es, verschiedene Verfahren zur gleichzeitigen 

Bestimmung des Zucker- und Ethanolgehaltes in wässrigen Lösungen , die ausschließlich auf 

der  Auswertung eines oder mehrerer Ultraschallparameter basieren, zu entwickeln und 

hinsichtlich ihrer Genauigkeit miteinander zu vergleichen. Zunächst wird das Verhalten der 

Ultraschallkenngrößen Schallgeschwindigkeit und adiabatische Kompressibilität in 

Gemischen von Wasser mit Zucker und (oder) Ethanol, teilweise auch mit einem dem 

jeweiligen CO2-Partialdruck entsprechenden Gleichgewichtsanteil an gelöstem CO2-Gas 

untersucht. Dabei werden die Konzentration der gelösten Komponenten, die Temperatur 

sowie der CO2-Druck systematisch variiert. 

Aus dem so gewonnenen Datenfeld werden drei im Ansatz verschiedene analytische 

Methoden zur Simultanbestimmung des Zucker- und Ethanolgehaltes abgeleitet. Zwei der 

vorgestellten Verfahren beruhen auf der numerischen Auswertung des Temperaturverlaufes 

der Ultraschallgeschwindigkeit durch multivariate Methoden der Datenanalyse, wobei die 

Erstellung der Kalibriermodelle in einem Fall durch multiple lineare Regression, im anderen 

durch die Anwendung der Partial Least Squares (PLS-) Analyse durchgeführt wird. Das dritte 

Verfahren nutzt die Eigenschaften der durch die gelösten Substanzen im Fluid induzierten 

Kompressibilitäts- und Dichteänderung zur Erstellung von Bestimmungsgleichungen zur 

Ermittlung der Zucker- / Ethanolkonzentration. 

Die Qualität der einzelnen Methoden zur Konzentrationsbestimmung wird anhand der 

statistischen Parameter Standardabweichung (SEC) und mittlerer Fehler (RMSEC),  bezogen 
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auf die Abweichung der mit den jeweiligen Modellen bestimmten Vorhersagewerte  von den 

entsprechenden Referenzwerten, miteinander verglichen. 

 

2 Theoretische Grundlagen 

2.1 Physik der Schallausbreitung 

2.1.1 Akustische Wellen 

Unter einer Schallwelle versteht man die Ausbreitung einer Teilchenauslenkung bzw. einer 

Druckschwankung in einem kompressiblen Medium (Festkörper, Flüssigkeiten, Gase). Für 

die Ausbreitung einer Teilchenauslenkung in x-Richtung im isotropen, kontinuierlichen 

Medium gilt die Wellengleichung, die die Form einer partiellen homogenen 

Differentialgleichung 2. Ordnung hat 
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  (2.1) 

mit der Zeit t, dem Vektor der Teilchenauslenkung ξ und der Schallgeschwindigkeit c. 

Analoge Ausdrücke gelten für die Schallschnelle und den Schalldruck, wobei der Vektor ξ der 

Teilchenauslenkung in Gleichung (2.1) durch den Vektor v der Schallschnelle bzw. den 

Schalldruck pS ersetzt wird. 

Die Lösung der Wellengleichung (2.1) der Teilchenauslenkung ξ für die Ausbreitung einer 

Welle, im Beispiel in Abbildung 2.1 in transversaler Form entlang der x-Achse lautet 
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 cos)cos(),( ξξξ 
  (2.2) 

mit den Größen ξm maximale Teilchenauslenkung, ω = 2π·f – Kreisfrequenz zur Frequenz f, 

kx =2π/λ = ω/c – Wellenvektor in x-Richtung mit λ – Wellenlänge, φ – Phase. 

Die entsprechenden Lösungen der Wellengleichungen für die Schallschnelle v und den 

Schalldruck pS lauten 

 
)sin(),( xkttx xm

  ξξv   (2.3) 
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Abbildung 2.1: Teilchenauslenkung ξ  einer in x-Richtung laufenden Transversalwelle gemäß 

Gleichung (2.2) zum Zeitpunkt t  (Bedeutung der Parameter siehe Text) 

 )sin(),(
2

xkt
k

txp x

x

m
S




 
   (2.4) 

2.1.2 Ausbreitungsformen und –geschwindigkeit akustischer Wellen 

Im akustischen Bereich relevant ist die Schallausbreitung in Form von Longitudinal-, 

Transversal- und Rayleighwellen. Bei der Longitudinalwelle erfolgt die Teilchenauslenkung 

parallel, bei der Transversalwelle senkrecht zur Ausbreitungsrichtung (Abbildung 2.2, 

Abbildung 2.3). 

x

t

t+t
 

Abbildung 2.2:  Longitudinalwelle 

Die Wellen sind jeweils zu den Zeitpunkten t und t+Δt dargestellt. Rayleighwellen sind 

akustische Oberflächenwellen, die eine Mischform von Longitudinal- und Transversalwelle 

darstellen. Die Teilchenbewegung ist hierbei elliptisch (Abbildung 2.4), und entsteht durch 

Überlagerung von Longitudinal- und Transversalauslenkung. 
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Abbildung 2.3:  Transversalwelle 

In Festkörpern können alle drei Wellenformen auftreten. In Flüssigkeiten können sich 

aufgrund des Fehlens von Scherkräften keine reinen Transversal-, jedoch an der 

Flüssigkeitsoberfläche Rayleighwellen ausbreiten. In Gasen treten nur Longitudinalwellen 

auf. 

x



t

t+t

 

Abbildung 2.4: Rayleighwelle 

Für die Ausbreitungsgeschwindigkeit von Longitudinalwellen in idealen (unendlich 

ausgedehnten) Festkörpern und Flüssigkeiten gilt [25, 26] 

 

E
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1
~

,

K
c tFlüssigkeiallongitudin   (2.6) 

mit der Dichte ρ, dem Elastizitätsmodul  , dem Kompressionsmodul    und der 

 ompressibilität κ. Der Elastizitätsmodul beschreibt die Dehnung dl eines Volumenelementes 

mit der Länge l aufgrund einer einwirkenden Flächenkraft (Spannung) σ (Abbildung 2.5, 

Zif. 1) 

 dl
lE



~   (2.7) 

 

Abbildung 2.5:  u   e eu ung  e   a a e e      las i i   s   ul            essi ns   ul  

un     (Schubmodul) 

Der Kompressionsmodul    beschreibt die Volumenänderung dV eines Volumenelementes 

mit dem Volumen V durch die Einwirkung eines äußeren Druckes dp (Abbildung 2.5, Zif. 2) 

 dV

dp
VK 

~   (2.8) 

Die  ompressibilität κ stellt den Kehrwert des Kompressionsmoduls dar. Transversalwellen 

breiten sich mit der Geschwindigkeit 

 

G
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  (2.9) 

aus. Dabei ist    der sogenannte Schubmodul. Er beschreibt die zum Abscheren eines 

Volumenelementes um den Winkel γ notwendige, an der Fläche F angreifende 

Schubspannung σ (Abbildung 2.5, Zif. 3). 
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  (2.10) 

Die Parameter ρ,  ,    bzw. κ und    sind stoffspezifisch, d.h. aus der Schallgeschwindigkeit 

können Rückschlüsse auf das akustische Medium (z. B. Konzentration einzelner 

Komponenten in einem Fluid) gezogen werden. 

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit von Rayleighwellen ist durch den Ausdruck 

 
cc ltransversaRayleigh
~

 
  (2.11) 

gegeben. Der Wert der Zahl ν  hängt vom Verhältnis clongitudinal / ctransversal ab: 
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  (2.12) 

In Abbildung 2.6 ist der Verlauf von ν   in Abhängigkeit vom Verhältnis clongitudinal/ctransversal 

bzw.  on der  uerkontraktionszahl    =( (clongitudinal/ctransversal)2-2)/(2·(clongitudinal/ctransversal)2-2) 

1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0
0,86

0,88

0,90
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0,96

  [1]


[

1
]

cLongitudinal / cTransversal [1]

0,1 0,33 0,4 0,44 0,46 0,47

˜

˜

 

Abbildung 2.6:   h ngigkei   e   ahl    in Gleichung (2.11) vom Verhältnis von 

 longitudinaler zu transversaler Schallgeschwindigkeit bzw. von der 

  ue k n  ak i ns ahl    



- 9 - 
 

dargestellt. Im Allgemeinen gilt cFlüssigkeit < cFestkörper, sowie in Festkörpern  

cRayleigh < ctransversal < clongitudinal (Beispiel Stahl (20° C): cRayleigh = 2875 m/s,  

ctransversal = 3100 m/s, clongitudinal = 5790 m/s). Die Schallgeschwindigkeit sinkt in Flüssigkeiten 

und Festkörpern bei steigender Temperatur. Eine Ausnahme bildet hierbei das Wasser, sowie 

die in dieser Arbeit betrachteten wässrigen Lösungen. Wasser zeigt bis ca. 74° C einen 

Anstieg der Schallgeschwindigkeit mit der Temperatur [27]. 

2.1.3 Schallabsorption 

Bedingt durch verschiedene Prozesse, die eine Energiedissipation bewirken, erfährt eine 

Schallwelle beim Durchgang durch ein akustisches Medium eine Dämpfung (Abbildung 2.7). 

 

 

Ae A

A

x

x = 0 x = d

Akustisches

Medium

 

Abbildung 2.7: Verringerung der Amplitude einer Schallwelle durch Absorption beim 

Durchgang durch ein akustisches Medium 

Die Amplitude A bzw. die Intensität I einer Schallwelle nach dem Passieren des Mediums bei 

einer Amplitude Ae bzw. Intensität Ie  der einfallenden Welle ergibt sich aus dem 

Lambertschen Gesetz: 

 
eAA
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  (2.13) 
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  (2.14) 

mit den Absorptionskoeffizienten α, ι. Der Amplitudenabsorptionskoeffizient α setzt sich aus 

verschiedenen Faktoren zusammen [28]: 
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  (2.15) 

Thermische Verluste mit dem Absorptionskoeffizienten αT entstehen durch 

Wärmeleitprozesse beim Wärmeaustausch zwischen Kompressions- und Expansionsvorgang 

bei der Schallwellenausbreitung. Sie spielen nur bei der Schallausbreitung in Gasen und 

flüssigen Metallen eine Rolle und sind ansonsten vernachlässigbar. Streuverluste, die durch 

den  oeffizienten αS beschrieben werden, werden durch Streuung von Schallwellen an im 

Medium eingeschlossenen Fremdstoffen (z. B. Feststoffpartikel in Fluiden), 

Dichteinhomogenitäten, Grenzflächen, Blasen usw. verursacht. Der weitaus größte Anteil an 

Energieverlusten einer Schallwelle beim Durchtritt durch ein akustisches Medium sind 

viskose, d.h. durch innere Reibung verursachte Verluste mit dem Absorptionskoeffizienten 

αV. Der Absorptionskoeffizient für Flüssigkeiten ist durch den Ausdruck 

 
c

V 3

2

2


    (2.16) 

mit der Viskosität η gegeben [28]. Der Absorptionskoeffizient αV hat für Wasser bei einer 

Temperatur von 20° C (ηWasser (20° C) = 1,002∙10-3 kg∙m-1
∙s

-1, ρWasser(20° C) = 998,2 kg/m3, 

cWasser(20° C) = 1482,36 m/s) und der für die Messungen in dieser Arbeit verwendeten 

Schallfrequenz von 2 MHz einen Wert von 2,43∙10-5 m-1, was bei einem in der 

Probenflüssigkeit zurückgelegten akustischen Weg von 190 mm (siehe Beschreibung der 

Messapparatur, Abschnitt 3.1.6.1) zu einem Amplitudenverhältnis A/Ae (Gleichung (2.13)) 

von 0,9999 führt. 

2.1.4 Impedanz 

Unter der akustischen Impedanz eines Mediums, auch akustische Feldimpedanz oder 

Schallkennimpedanz genannt, versteht man den Widerstand, den dieses Medium der 

Ausbreitung einer Schallwelle entgegensetzt. Sie ist definiert als das Verhältnis von 

Schalldruck zu Schallschnelle. 
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  (2.17) 
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Dieser Ausdruck wird auch als das „ohmsche  esetz der Akustik“, entsprechend dem 

elektrischen Analogon mit der Impedanz als Verhältnis von Spannung zu Strom, Z = 

U(x,t)/I(x,t), bezeichnet. Mit den Gleichungen (2.3) und (2.4), Abschnitt 2.1.1 für die Größen 

v und pS ergibt sich für Z 

 k
Z

x




.
  (2.18) 

und daraus mit c = ω/k 

 
cZ  

 
  (2.19) 

2.1.5 Reflexion und Transmission von Schallwellen an Grenzflächen 

Trifft eine Schallwelle senkrecht auf eine Grenzfläche zwischen zwei akustischen Medien mit 

den Schallgeschwindigkeiten c1, c2, den Dichten ρ1, ρ2 und den akustischen Impedanzen Z1, 

Z2, so wird sie zum Teil reflektiert und zum Teil durch die Grenzfläche transmittiert 

(Abbildung 2.8). 

Medium 1

ρ1, c1, Z1

Medium 2

ρ2, c2, Z2

Ir, vr, Ar

Ie, ve, Ae

It, vt, At
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fl
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c
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Abbildung 2.8:  Schallwelle an der Grenzfläche  weie  Me ien  i   en Dich en ρi, den 

 Schallgeschwindigkeiten ci und den Impedanzen Zi =ρi·USVi 

  - einfallende Schallwelle,  - reflektierte Schallwelle, 

  - transmittierte Schallwelle 

 (Ij – Intensität, vj – Schallschnelle, Aj – Teilchenauslenkung) 
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Werden eventuelle Energiedissipationsvorgänge vernachlässigt, gilt für die Amplituden Ae, Ar 

und At bzw. die Intensitäten Ie, Ir und It von einfallender, reflektierter und transmittierter 

Welle [28] 
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mit dem Reflexions- bzw. Transmissionskoeffizienten r12, t12, sowie dem Schallreflexions- 

bzw. Schalltransmissionsgrad R12, T12. Für Z1 > Z2 ist Ar = Ae·|r12|, Ar besitzt das gleiche 

Vorzeichen wie Ae, d.h. Ar und Ae sind gleichphasig. Für Z1 < Z2 gilt Ar = -Ae·|r12|, Ar und Ae 

haben entgegengesetzte Vorzeichen und sind gegenphasig d.h. Ar ist gegen Ae um den Winkel 

π phasen erschoben. 

2.1.6 Durchgang von Schallwellen durch planparallele Schichten

 

Abbildung 2.9 zeigt schematisch den Durchgang einer Schallwelle durch eine planparallele 

Platte. Eine einfallende Welle mit der Druckamplitude Ae (blauer Pfeil) im Medium 1 (Dichte 

ρ1, Schallgeschwindigkeit c1, akustische Impedanz Z1) tritt durch das Medium 2 (ρ2, c2, Z2) 

mit der Dicke d hindurch wieder in das Medium 1 ein (transmittierte Welle AT, dicker brauner 

Pfeil) bzw. wird am Medium 2 reflektiert (reflektierte Welle AR, dicker grüner Pfeil). Für die 

Dichten, Schallgeschwindigkeiten und Impedanzen der beiden Medien soll ρ1 < ρ2, c1 < c2 

und Z1 < Z2 gelten, wie das z. B. für Wasser (Medium 1) und Stahl (Medium 2) der Fall ist. 

Jede Schallwelle wird beim Auftreffen auf eine der beiden Grenzflächen a oder b in einen 

reflektierten und einen transmittierten Anteil zerlegt (Abschnitt 2.1.5). 
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Abbildung 2.9:  Durchgang einer Schallwelle durch eine planparallele Platte 

 ,  - Reflektierte Wellenanteile,    - Transmittierte Wellenanteile 

Die einlaufende Schallwelle wird nach dem Eintritt in das Medium 2 mehrfach zwischen den 

Grenzflächen a und b hin- und her reflektiert, wobei bei jedem Umlauf ein Teil der 

Schallenergie zum Medium 1 auf der linken bzw. rechten Seite ausgekoppelt wird (dünne 

grüne und braune Pfeile). Die Wellen AR und AT entstehen durch Interferenz der 

ausgekoppelten Wellenanteile. Um eine maximale Transmission der einfallenden Schallwelle 

durch das Medium 2 zu erreichen, müssen die in das Medium 1 (rechte Seite) transmittierten 

Teilwellen konstruktiv interferieren, d.h. ihre Phasendifferenz muss ein ganzzahliges 

Vielfaches  on 2π sein. Diese Voraussetzung wird erfüllt, wenn die Dicke d des Mediums 2 

einen Wert dT annimmt, der einem ganzzahligen Vielfachen der halben Wellenlänge der 

Schallwelle im Medium 2 entspricht:  

 
,2,1

2

2  nndT


 
  (2.24) 

Soll die einfallende Schallwelle am Medium 2 eine maximale Reflektion erfahren, müssen die 

direkt an der linken Grenzfläche der Medien 1 und 2 in Abbildung 2.9 reflektierten und die 

aus dem Medium 2 zurücktransmittierten Wellenanteile konstruktive Interferenz zeigen. 

Diese Bedingung ist bei einem Wert dR der Dicke d des Mediums 2 gegeben, der der 

Beziehung 
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entspricht. Für die Amplituden der transmittierten und der reflektierten Welle, AT und AR 

können der Literatur [29] die folgenden, für alle Werte von Z1 und Z2 verallgemeinerten 

Ausdrücke entnommen werden: 
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r

d
Z

Z

Z

Z

d
Z

Z

Z

Z

AA eR

















































2

2

1

2

2

1

2

2

2

1

2

2

1

2

2
sin

4

1
1

2
sin

4

1

 
  (2.27) 

Die Ausdrücke sin((2π/λ2)·d) in den Gleichungen (2.26) und (2.27) lassen sich mit der 

Beziehung λ =c/f  (f – Schallfrequenz) durch sin((2π/c2)·f·d) ersetzen.  

0 1 2 3 4 5 6 7

0,0
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Abbildung 2.10: Transmissionskoeffizient t für Schallwellen an einer planparallelen Platte  

( - Stahl,  - Plexiglas) im umgebenden Medium Wasser in Abhängigkeit 

vom Produkt f·d aus Frequenz und Plattendicke (nach [29]) 
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In Abbildung 2.10 ist der Transmissionskoeffizient t durch eine Stahl- 

(Z = 4,568∙107 
kg∙m-2

∙s-1) bzw. Plexiglasplatte (Z = 0,351∙107 kg∙m-2
∙s-1) im umgebenden 

Medium Wasser (Z = 0,148∙107 kg∙m-2
∙s-1) in Abhängigkeit von dem Produkt f·d 

dargestellt. Aus der Abbildung wird ersichtlich, dass die Halbwertsbreite der 

Transmissionsmaxima bei Stahl wesentlich geringer ist als bei Plexiglas, was eine wesentlich 

genauere Anpassung der Materialdicke bei erwünschter maximaler Transmission (oder analog 

einer maximalen Reflexion) der Schallwellen notwendig macht. 

2.2 Multivariate Datenanalyse 

2.2.1 Multiple lineare Regression 

Bei jedem Messvorgang wird ein Satz von Messgrößen, auch Merkmale oder Variable 

genannt, erfasst. Im vorliegenden Fall der Ultraschallmessungen sind das z. B. die 

Ultraschallgeschwindigkeit, die Temperatur und der Druck. Eine Messung besteht in der 

Regel aus N Messvorgängen mit jeweils m Messgrößen. Dieses Messdatenfeld lässt sich als 

eine N x m Matrix 
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  (2.28) 

darstellen, wobei die Zeilen den Messvorgang, die Spalten die Messvariablen repräsentieren. 

Ziel jedes Regressions- bzw. Kalibrationsverfahrens ist es, der Messung nicht direkt 

zugängliche Parameter, sogenannte Zielgrößen, mit den gemessenen Größen über einen 

funktionalen Zusammenhang zu verknüpfen 
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  (2.29) 

wobei  xi1…xim die Messgrößen, yi die Zielgröße (abhängige Variable) der i-ten Messung, ŷi 

den aus dem Modell ermittelten Wert der Zielgröße yi,  b0…bm die Regressionskoeffizienten 

oder Modellparameter  und ei die Abweichung zwischen Modellwert ŷi  und Referenzwert yi 

darstellen. Die Größe ei wird auch Residuum genannt. Aus Gleichung (2.29) lässt sich für 
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jede Messung i mit den Messwerten xi1…xim die zugehörige  röße ŷi bestimmen. Aus den 

Kenngrößen Schallgeschwindigkeit, Temperatur und Druck (Größen xi) der 

Ultraschallmessung lassen sich so z. B. die gesuchten Zielgrößen Zucker- und 

Ethanolkonzentration, ФZu und ФEt, ermitteln. Die Koeffizienten b0…bm werden aus einem 

Kalibrierdatensatz mit N Messwertsätzen xi1…xim, …, xN1…xNm und den zugehörigen 

Referenzwerten y1…yN bestimmt. Die Bestimmung der Koeffizienten erfolgt nach dem 

Prinzip der kleinsten Fehlerquadrate, d.h. es gilt 
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  (2.30) 

Zur Bestimmung des Vektors der Regressionskoeffizienten b´ =(b0, b1, …, bm)T gilt unter 

Beachtung der Bedingung (2.30) der folgende, in Matrizenschreibweise dargestellte Ausdruck 
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  (2.31) 

mit der veränderten Messwertmatrix 
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  (2.32) 

Das Hinzufügen des Einheitsvektors in der ersten Spalte ermöglicht die Bestimmung des 

Koeffizienten b0. Mit dem mit Hilfe von Gleichung (2.31) ermittelten Koeffizientenvektor b´ 

können die abhängigen Werte ŷi mit dem Ausdruck 

 
b
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  (2.33) 

mit b = (b1, b2, …, bm)T vorausgesagt werden. 

2.2.2 Hauptkomponentenanalyse (Principal Component Analysis, PCA) 

2.2.2.1 Hauptkomponentenzerlegung 

Wie schon in Abschnitt 2.2.1 beschrieben, wird bei jedem Messvorgang ein Datensatz von 

verschiedenen Messgrößen, auch Merkmale oder Variable genannt, erfasst. Das Ergebnis 
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jeder Messung ist ein Punkt p mit den Koordinaten p1…pm  in dem durch die Variablen 

x1…xm aufgespannten Koordinatensystem. Bei der von K. Pearson [30] entwickelten 

Hauptkomponentenanalyse [31-34] wird dieses Koordinatensystem auf ein neues 

Koordinatensystem mit den sogenannten latenten Variablen, Hauptkomponenten oder 

Faktoren pc1…pcn (principal components) transformiert. Der Sinn der 

Hauptkomponentenanalyse liegt zum einen in einer optimalen Anpassung des 

Koordinatensystems die Struktur des Datenfeldes, zum anderen in der Möglichkeit der 

Datenreduktion, da die Anzahl der relevanten Hauptkomponenten in der Regel kleiner ist als 

die Anzahl der Ausgangskomponenten (n<m). Bei der Hauptachsentransformation wird 

zunächst der Koordinatenursprung in den Schwerpunkt der Punktwolke gelegt, und 

anschließend das Koordinatensystem gedreht, wie am Beispiel in Abbildung 2.11 erläutert. 
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Abbildung 2.11: Beispiel einer Hauptachsentransformation 

Aus der Abbildung wird deutlich, dass die Hauptachsen pc1, pc2 besser an die Struktur der 

Daten angepasst sind als die ursprünglichen Koordinatenachsen x1, x2. Das 

Hauptkomponentenmodell lässt sich durch die Grundgleichung 
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beschreiben. Darin ist    die reproduzierte Matrix der Messwerte aus N Messungen (Zeilen) 

und m Messvariablen (Spalten). Die Loadings- oder Hauptkomponentenmatrix P enthält die 

Richtungsvektoren des neuen Koordinatensystems mit n Koordinaten oder 

Hauptkomponenten, ausgedrückt in den m Richtungsvektoren des alten Koordinatensystems. 

Die Scorematrix T beinhaltet die Projektionen der Messpunkte aus N Messungen in den n 

neuen Koordinaten. Die Bedeutung der Elemente der Matrizen T und P wird in Abbildung 

2.12 mit einer Ausschnittvergrößerung aus Abbildung 2.11 verdeutlicht. 
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Abbildung 2.12: Zur Bedeutung der Komponenten der Matrizen T und P 

Dargestellt sind die Messpunkte 3, 4 und 9 (Tabelle 2.1) im Koordinatensystem mit den 

Einheitsvektoren ex1 und ex2, sowie im Hauptkoordinatensystem mit den Einheitsvektoren ePC1 
und ePC2. Die Lage des Koordinatenursprungs des x1-x2-Koordinatensystems ist dabei nicht 

maßstabsgerecht wiedergegeben. Die Elemente Pij der Loadingmatrix P stellen die 

Projektionen der Einheitsvektoren des Hauptkomponentensystems auf die Einheitsvektoren 

des ursprünglichen Koordinatensystems dar (blaue Vektoren). Die Spaltenelemente der 1. 

Spalte der Scorematrix T (T31, T41, T91) repräsentieren die pc1-Koordinate, die der 2. Spalte 

(T32, T42, T92) die pc2-Koordinate der Messpunkte 3, 4 und 9 (grüne gestrichelte Linien). 

Wenn n<m gilt, entspricht die durch T·PT   reproduzierte Matrix    nicht mehr exakt der 

Originalmatrix X. 
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Tabelle 2.1: Koordinaten der Messpunkte p aus Abbildung 2.11 im ursprünglichen (x1, x2) 

Koordinatensystem (=  Elemente Xp1, Xp2 der Matrix X) und im 

Hauptkomponenten (pc1, pc2-) System (=  Elemente Tp1, Tp2 der Score-Matrix T) 

p Xp1 Xp2 Tp1 Tp2 

1 4,0 4,20 1,53 0,01 
2 4,9 4,80 2,59 -0,21 
3 4,7 4,63 2,33 -0,18 
4 4,2 4,70 2,03 0,22 
5 4,8 5,10 2,73 0,08 
6 4,3 4,30 1,81 -0,13 
7 1,2 1,70 -2,21 0,25 
8 0,90 1,30 -2,71 0,18 
9 1,80 1,49 -1,94 -0,32 
10 1,49 1,83 -1,92 0,13 
11 1,20 1,11 -2,63 -0,16 
12 4,47 4,95 2,40 0,21 
13 1,67 2,00 -1,67 0,13 
14 1,44 1,30 -2,33 -0,20 

 

Die Differenz zwischen    und X wird durch die Residuenmatrix E repräsentiert, die die 

Abweichungen zwischen dem verwendeten Hauptkomponentenmodell und dem 

Originalmessergebnis enthält, was oftmals nur dem bei der Messung auftretenden Rauschen 

entspricht. Ist n = m, wird X exakt durch das Produkt T·PT beschrieben, die Matrix E 

verschwindet.  

Für den Fall n = m können die Matrizen T und P aus der sogenannten Singulärwertzerlegung 

von X 

 
VSUX

T

mrrrrNmN 


 
  (2.35) 

gewonnen werden, worin r dem Rang der Matrix X entspricht. Bei der Matrix S handelt es 

sich um eine quadratische Diagonalmatrix, die sogenannte Singulärwertmatrix. Ihre 

Diagonalelemente entsprechen der Varianz der Messwerte in den Richtungen der neuen 

Komponenten pc1, pc2,…, pcr. Die Werte der Diagonalelemente s11…srr entsprechen den 

Quadratwurzeln der Eigenwerte der Matrix Z = X·XT, und sind von links oben nach rechts 

unten in absteigender Reihenfolge geordnet (s11 > s22 > s33> …… >srr), d.h. der Maximalwert 

der Varianz entspricht dem Matrixelement s11, der nächst kleinere Varianzwert ist dem 

Element s22 zugeordnet usw. Die erste Hauptachse pc1 verläuft in Richtung der größten 
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Varianz. Der Vergleich der rechten Seiten der Ausdrücke (2.34) und (2.35) für den Fall n = m 

(verschwindendes E) und erweitern von (2.34) mit (S-1
S) ergibt 

 rrrNrNrrrNrN 
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  (2.36) 

und 
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Die Matrix V
T ist gemäß (2.37) mit der Loadingmatrix P

T identisch. Die Spaltenwerte der 

Matrix U stellen die normierten Scorewerte x1…xr für die Achsen pc1…pcr dar. 

2.2.2.2 Hauptkomponentenregression 

Liefert eine Messung aus N Messvorgängen einen Satz von m unabhängigen Variablen, 

ausgedrückt durch die Matrix X, sowie eine abhängige Variable ausgedrückt durch den 

Spaltenvektor y, lässt sich dieser Zusammenhang durch den allgemeinen funktionalen 

Zusammenhang (2.33) beschreiben. Bei der Principal Component Regression (PCR) werden 

zunächst die ursprünglichen, in der Matrix enthaltenen Variablen in latente Variable im 

Hauptkomponentensystem transformiert (Abschnitt 2.2.2.1). Die ursprünglichen Messwerte 

werden durch Werte im Hauptkompentensystem, sogenannte Scores ausgedrückt. 

Anschließend wird mit diesen Scores in herkömmlicher Weise eine multiple lineare 

Regression durchgeführt. Werden mehrere abhängige Variable y1, y2, … gesucht, wird das 

Modell für jede Variable getrennt angepasst. 

Um Skalierungseffekte zu eliminieren, können die Elemente der Matrizen X bzw. des Vektors 

y vor der Hauptkomponentenanalyse autoskaliert werden, d.h. von allen Elementen einer 

Spalte wird der Spaltenmittelwert subtrahiert, und anschließend durch die 

Standardabweichung der Spaltenelemente vom Mittelwert dividiert. Aus X entsteht dadurch 

die Matrix Xs mit den Elementen 

 xS
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  (2.38) 

mit dem Spaltenmittelwert 
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  (2.39) 
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und der Standardabweichung 
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Die Elemente ysi des Vektors ys werden in analoger Weise aus den Elementen yi des Vektors 

y unter Verwendung des Spaltenmittelwertes   und der Standardabweichung Sy gebildet. In 

Matrizen- bzw. vektorieller Schreibweise können Xs und ys dargestellt werden als 

 
SxxXXs 1)( 




mmm11NmNmN

1
 
  (2.41) 
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mit dem Zeilenvektor x   des Mittelwertes und der Diagonalmatrix Sx der Standardabweichung 

der Spalten von X. Die Singulärwertzerlegung für die skalierte Matrix Xs ergibt analog 

Gleichung (2.35) 
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  (2.43) 

mit der Scorematrix Ts und der Loadingmatrix Ps
T . Durch Ersetzen der Datenmatrix X´ 

durch die Scorematrix Ts in Gleichung (2.31) können die autoskalierten 

Regressionskoeffizienten im Hauptkomponentensystem bestimmt werden zu 
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Damit lässt sich aus jedem autoskalierten Datensatz Xps einer Probenmessung der Vektor der 

zugehörigen abhängigen Variablen yps bestimmen 
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  (2.45) 

mit der Nebenbedingung 
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  (2.46) 

Einsetzen der Ausdrücke (2.41) und (2.42) in Gleichung (2.45) führt zu dem Ausdruck 
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für die Bestimmung der abhängigen Variablen yp aus den Messwerten Xp einer 

Probemessung. Da die Datenreduktion eines der Ziele einer Hauptachsentransformation ist, 

werden im Allgemeinen nicht alle r , sondern nur die ersten n Diagonalelemente der Matrix Ss 

zur Berechnung der Scorematrix Ts herangezogen. Ts wird dann zu 
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und der Ausdruck (2.47) zu 
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2.2.3 Partial Least Squares Analyse (PLS) 

Bei der PLS (Partial Least Squares)-Regression [34-38] wird im Gegensatz zur 

Hauptkomponentenregression (PCR) nicht nur für die Messdatenmatrix X, sondern auch für 

die Matrix der abhängigen Werte Y = (y1, y2, …, yk) eine Hauptkomponentenanalyse 

durchgeführt. Die Bestimmung der Hauptkomponenten für die X-Daten erfolgt unter 

Einbeziehung der Struktur der Y-Daten, umgekehrt wird auch die Struktur der X-Daten bei 

der Hauptkomponentenanalyse der Y-Daten berücksichtigt. der PLS1-Methode erfolgt die 

Anpassung nur jeweils für eine (k=1), bei der PLS2-Methode für alle (die Zielgrößen 

enthaltenden) Spalten der Matrix Y [32]. Die Bestimmung der PLS-Komponenten erfolgt im 

NIPALS (Nonlinear Iterative Partial Least Square)-Algorithmus. Die Grundgleichungen für 

die X- und Y-Daten lauten in Analogie zur PCA-Grundgleichung (2.34) 
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FQUY

kN

T

knnNkN 
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Da die PLS2-Methode gegenüber der PLS1-Methode keine Verbesserung der 

Kalibriermodelle erbrachte, kommt in der vorliegenden Arbeit ausschließlich die PLS1-
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Methode zur Anwendung. Aus der (Nk)-Matrix Y auf der linken Seite der Gleichung (2.51) 

wird dann der (N1)-Spaltenvektor y. Zur Verknüpfung der X-Daten mit den y-Daten 

werden die Elemente des der i-ten PLS-Komponente zugeordneten Vektors yi als erste 

Schätzwerte für die Scores der Werte der entsprechenden Datenmatrix Xi verwendet. Dadurch 

entsteht aus der Grundgleichung für X (2.50) der Ausdruck für das lokale Modell 
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Die einzelnen PLS-Komponenten werden sequentiell mit dem von Wold entwickelten 

NIPALS-Algorithmus [39], einem iterativen Verfahren bestimmt. Zur Bestimmung der 1. 

PLS-Komponente wird für den Laufindex i = 1 gesetzt. Als Anfangswerte für die Matrix Xi 

bzw. den Vektor yi werden mit X0 = X und y0 = y die Originalmesswerte gewählt. 

Anschließend werden folgende Schritte durchgeführt: 

1. Aus Gleichung (2.52) entsteht unter Verwendung der Nebenbedingung wi
T·wi = 1 der 

normierte Ausdruck 
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  (2.53) 

für die gewichteten Loadings wi, die eine eventuelle Veränderung der X-Loadings durch 

 die y-Werte mit einbeziehen. 

2. Mit den Loadings wi werden aus dem lokalen Modell Xi-1 = ti·wi
T+E die Scores ti 

berechnet 
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3. Unter Verwendung der Scores ti werden die zugehörigen Loadings pi bestimmt. 
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4. Mit der Gleichung yi-1 = ti·qi+F wird der qi-Loading ebenfalls aus den ti-Scores bestimmt, 

und damit Information von den X-Daten zu den y-Daten gebracht. 
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5. Damit ist die Berechnung der i-ten PLS-Komponente abgeschlossen. Sie enthält die 

Spaltenvektoren wi, pi sowie die Größe qi. Die in ihr enthaltene Information wird von den 

X- und y-Daten entfernt. 
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Die Matrix Xi und der Vektor yi enthalten die von der i-ten PLS-Komponente nicht erfasste 

Restvarianz. Zur Bestimmung der nächsten PLS-Komponente wird i = i + 1 gesetzt und der 

gesamte Vorgang ab Schritt 1 wiederholt. Sind alle j PLS-Komponenten gefunden, werden 

aus den Spaltenvektoren w1…wj, p1…pj die Matrizen W und P, sowie aus den Größen qi der 

Zeilenvektor q gebildet 
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gebildet. Daraus kann der Vektor b der Regressionskoeffizienten zu 
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bestimmt werden. Daraus kann der mit dem Regressionsmodell bestimmte Vektor der 

gesuchten abhängigen Werte   berechnet werden zu 
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2.2.4 Bestimmung der zur Modelloptimierung notwendigen Anzahl an 

Haupt- bzw. PLS-Komponenten 

Die Anzahl n der zu verwendenden Hauptkomponenten kann aus den Diagonalelementen Ssxx 

der autoskalierten Form Ss der Singulärwertmatrix S (Gleichung (2.35)) mit dem sogenannten 

Scree-plot [40] bestimmt werden, der die Restvarianz der nicht verwendeten Elemente Ss 

angibt 
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Es wird angenommen, dass die Varianz V der Elemente Ssxx in der Abfolge Ss11, Ss22,… 

ständig abnimmt, solange die zugehörigen latenten Variablen pc1, pc2,… strukturelle 

Information über das Datenfeld X enthalten. Enthalten die Variablen pcn nur noch zufällige 

Fehler (Rauschen), bleibt der Wert der Elemente Ssnn konstant, d.h. die logarithmierte 

grafische Darstellung der Funktion V(k) weist an dieser Stelle dieses Übergangs einen Knick 

auf, und fällt danach mit geringerer, konstanter Steigung ab (vgl. Abbildung 4.44, Abschnitt 

4.3.3.1). Ein weiteres sowohl für die Bestimmung der notwendigen Anzahl an Haupt- als auch 

an PLS-Komponenten geeignetes Verfahren ist die Kreuzvalidierung (RMSECV) [41]. Dabei 

wird jeweils ein Messdatensatz des Kalibriersets (d. h. eine Zeile der X-Matrix bzw. das 

zugehörige Element des y-Vektors) weggelassen, und mit den restlichen Datensätzen ein 

Kalibriermodell erstellt, mit dem anschließend der Wert yp des weggelassenen 

Probedatensatzes bestimmt wird. Dieser Prozess wird für alle Messdatensätze des 

Kalibriersets wiederholt (interne Validierung), und der mittlere Fehler der Residuen ei 

(Abschnitt 2.2.5) bestimmt. Bei Anwendung des Verfahrens für verschiedene Anzahlen 

berücksichtigter Haupt- bzw. PLS-Komponenten besitzt die optimale Komponentenzahl den 

niedrigsten RMSECV-Wert (vgl. Abschnitt 2.2.5). 

2.2.5 Maßzahlen zur Beurteilung der Qualität der Kalibriermodelle 

Als Maßzahlen zur Bestimmung der Güte von Kalibriermodellen (wie z.B. in den Abschnitten 

2.2.1, 2.2.2 und 2.2.3 beschrieben) bzw. der Genauigkeit der durch Regression angenäherten 

Werte finden einige charakteristische statistische Parameter Verwendung. Betrachtet werden 

dabei N Abweichungen (Residuen) ei = y i-yi der mit dem entsprechenden Kalibriermodell 

bestimmten Werte y i, von den Messwerten yi aus N Messvorgängen.  

Die systematische Abweichung, auch als BIAS bezeichnet, beschreibt eine charakteristische 
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Fehlanpassung des Kalibriermodells, die Fehler erzeugt, die keine statistische Verteilung, 

sondern einen klaren Trend aufweisen. 
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Die im Folgenden beschriebenen Größen PRESS, RMSEC und SEC stellen ein Maß für die 

Größe der Streuung der aus den Kalibriermodellen erhaltenen Werte y  i um die tatsächlich 

gemessenen Werte yi dar. Die Summe der Quadrate aller Residuen wird als 

Fehlerquadratsumme (predicted residual sum of squares, PRESS) bezeichnet. 
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Der mittlere Fehler der Kalibration (root mean square error of calibration, RMSEC) ergibt 

sich aus der Wurzel des mittleren quadratischen Fehlers PRESS/N 

 N

yy

RMSEC

N

1i
ii 

 
)ˆ( 2

 
  (2.65) 

Bei der Standardabweichung der Kalibration (standard error of calibration, SEC) wird 

zusätzlich noch der systematische Fehler BIAS subtrahiert 

 1

)ˆ(
2



 

 

N

BIASyy

SEC

N

1i
ii

 
  (2.66) 

  

3 Material und Methoden 

3.1 Puls-Echo-Messanordnung 

3.1.1 Schematischer Aufbau und Messprinzip 

Abbildung 3.1 zeigt den schematischen Aufbau der für Messungen der Schallgeschwindigkeit 

und der akustischen Impedanz an Fluiden verwendeten Messanordnung. Ein auf der Wandung 

des Probenbehälters befestigter und akustisch angekoppelter piezoelektrischer Transducer 
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sendet nach Anregung mit einem von einer elektronischen Einheit erzeugten Puls einen 

kurzen Ultraschallwellenzug aus. Nach Durchquerung der Wandung 1 wird ein Teil des 

Ultraschallpulses durch die Grenzfläche Wandung 1 – Probenfluid transmittiert, ein anderer 

Teil an ihr reflektiert.  
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Abbildung 3.1: Schematischer Aufbau der Messanordnung zur Messung von 

Schallgeschwindigkeit und akustischer Impedanz an Fluiden 

Der transmittierte Teil passiert das Probenfluid, wird an Wandung 2 reflektiert, und kehrt 

wieder zum Transducer zurück, der in diesem Fall die Funktion eines Empfängers hat (blaue 

Pfeile in Abbildung 3.1). Der reflektierte Teil des Pulses (Abbildung 3.1, grüne Pfeile) läuft, 

bedingt durch Mehrfachreflektion an den beiden Grenzflächen (zum Probenfluid und zum 

Transducer), in Wandung 1 hin und her. Bei jedem Umlauf wird ein Teil dieses Signals zum 

Transducer hin ausgekoppelt (Abbildung 3.1, brauner Pfeil). Abbildung 3.2 zeigt ein 

typisches, am Transducer gemessenes Schallsignal. 

Der blau dargestellte Signalanteil entspricht dem im Abbildung 3.1 durch blaue Pfeile 

dargestellten Signalweg. Er stellt das von der Wandung 2 kommende Echo dar, und dient der 

Laufzeitbestimmung desjenigen Pulsanteils, der das Probenfluid durchquert. Über die 

Beziehung 

 TOF

L
USV




2
 
  (3.1) 

kann daraus die Schallgeschwindigkeit bestimmt werden. Betreffen die in dieser Arbeit 

vorkommenden Ausdrücke und Ergebnisse die Ultraschallschallgeschwindigkeit, so werden 

sie, im Gegensatz zu der bei der physikalischen Beschreibung (Abschnitt 2.1) verwendeten 

und gebräuchlichen Größe c, im folgenden mit dem Kürzel USV („ultrasound velocity“) 

bezeichnet. 
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Abbildung 3.2: Typisches Messsignal der Messanordnung aus Abbildung 3.1 

Weiterhin bedeuten TOF – Signallaufzeit („time of flight“) und L – akustische Weglänge, 

siehe Abbildung 3.1. Durch die thermische Ausdehnung des Probenbehälters variiert die 

akustische Weglänge L mit der Temperatur T. Die Temperaturabhängigkeit der Weglänge 

wird durch die Messung der Signallaufzeit TOFWasser(T) an reinem Wasser mit Hilfe der aus 

der Literatur [27] bekannten Schallgeschwindigkeit USVWasser(T) ermittelt: 
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  (3.2) 

Der in Abbildung 3.2 braun dargestellte Pulszug entsteht aus den zum Transducer 

ausgekoppelten Anteilen (Abbildung 3.1, brauner Pfeil) der in Wandung 1 umlaufenden 

Schallwelle (Abbildung 3.1, grüne Pfeile), und wird durch Analyse aufeinanderfolgender 

Pulsamplituden (Abschnitt 3.1.3) bzw. Pulsenergien (Abschnitt 4.1.1) zur Bestimmung der 

akustischen Impedanz des Probenfluides verwendet. 

3.1.2 Messung der Schallgeschwindigkeit 

Die Messung der Schallgeschwindigkeit erfolgt bei der in Abschnitt 3.1.1 beschriebenen 

Messanordnung über die Messung der Laufzeit TOF eines Pulses, der nach seiner Emission 

durch einen piezoelektrischen Transducer Wandung 1 der Messapparatur und das Probenfluid 

durchquert, an der Wandung 2 reflektiert wird und zum Transducer zurückkehrt (blaue Pfeile 

in Abbildung 3.1, blauer Signalanteil in Abbildung 3.2, Abschnitt 3.1.1). Zur 

Laufzeitmessung werden 2 Zeitmarken (Startzeitpunkt des Ultraschallpulses t1 und 
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Ankunftszeit des Echos von Wandung 2 t2) benötigt, deren Differenz den gesuchten Wert 

TOF liefert: 

 
ttTOF 12

 
  (3.3) 

Zur Detektion der Ankunftszeit t2 des Echos können verschiedene Algorithmen zur 

Anwendung kommen, die in Abbildung 3.3 schematisch dargestellt sind. Das in Abbildung 

3.3 dargestellte Messsignal ist dabei ähnlich dem blauen Signalanteil in Abbildung 3.2.  
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Abbildung 3.3:  Methoden zur Detektion der Ankunftszeit t2 des Echos von Wandung 2 

 (Abbildung 3.1) zur Laufzeitbestimmung: 1 – Bestimmung des ersten 

 auftretenden Maximums innerhalb eines Messintervalls; 

 2 – Bestimmung des globalen Maximums innerhalb eines Messintervalls; 

 3 – Bestimmung eines bestimmten Nulldurchgangs 

Bei den Messmethoden 1 und 2 wird von der Messelektronik ein bestimmter Zeitbereich des 

Messsignals (Messintervall) abgetastet. Bei Methode 1 markiert das erste innerhalb des 

Messintervalls auftretende Maximum, bei Methode 2 das globale Maximum des Signals den 

gesuchten Zeitpunkt t2. Bei Methode 3 erfolgt die Detektion von t2 durch die Bestimmung der 
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Lage eines bestimmten Nulldurchganges. Die Messgenauigkeit für die Methoden 1 und 2 liegt 

bei der hier verwendeten digitalen Messwerterfassung maximal bei der Größenordnung der 

Abtast- oder Samplingrate ts , d.h. dem zeitlichen Abstand der Messpunkte, also bei 

Δt2 = 40 ns, für die Methode 3 bei ca. 100 ps. Die Herleitung der angegebenen Werte für die 

Messgenauigkeit findet sich im Anhang, Abschnitt A.1. 

3.1.3 Impedanzmessung 

Das nachstehend beschriebene Verfahren zur Bestimmung der akustischen Impedanz wurde 

von J. A. Bamberger und M. S. Greenwood [42-44] entwickelt. Wie bereits in Abschnitt 3.1.1 

beschrieben, wird ein Teil des vom Transducer ausgesandten Primärsignals nach 

Durchquerung von Wandung 1 der in Abbildung 3.1 dargestellten Messanordnung an der 

Grenzfläche von Wandung 1 zum Probenfluid reflektiert (Abbildung 3.1, grüne Pfeile). Nach 

einer erneuten Passage von Wandung 1 in umgekehrter Richtung wird der Puls an der 

gegenüberliegenden Grenzfläche zum Transducer wiederum teilweise reflektiert, ein anderer 

Teil zum Transducer hin ausgekoppelt. Dieser Vorgang wiederholt sich mehrere Male, d.h. 

der Puls läuft in der Wandung um. Dadurch entsteht am Transducer ein Pulszug 

ausgekoppelter Signalanteile (brauner Signalanteil in Abbildung 3.2), der in Abbildung 3.4 in 

Ausschnittvergrößerung dargestellt ist. 
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Abbildung 3.4: Ausschnittvergrößerung des braunen Signalanteils in Abbildung 3.2 
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Abbildung 3.5 verdeutlicht das Entstehen der zugehörigen Pulsamplituden in schematischer 

Darstellung.  
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Abbildung 3.5:  Entstehung der Pulsamplituden A0, A1, A2  … in Abbildung 3.4 durch 

 Reflexions-, Transmissions- und Absorptionsvorgänge 

Dabei bedeuten die Größen 

rWT, tWT – Reflexions-, bzw. Transmissionskoeffizient, Grenzfläche Wandung 1 – Transducer 

rWP, tWP – Reflexions-, bzw. Transmissionskoeffizient, Grenzfläche Wandung 1 – Probenfluid 

α – Amplitudenabsorptionskoeffizient in Wandung 1, 

d – Dicke Wandung 1 

Ae – einfallende Amplitude . 

Zu den zwischen den beiden Grenzflächen in Wandung 1 umlaufenden (grüne Pfeile), sowie 

den zum Transducer ausgekoppelten Signalanteilen (braune Pfeile) sind die zugehörigen 
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Amplitudenhöhen, die sich aus den Reflexions-, Transmissions- und Absorptionsvorgängen 

ergeben (Abschnitte 2.1.3, 2.1.5), angegeben. 

Offensichtlich gilt für die Amplitudenhöhe des n-ten ausgekoppelten Signalanteils 
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der die Normalform m∙x+b einer Geradengleichung mit der Steigung m = ln(rWT·rWp)-2nαd 

und dem Achsenabschnitt b = ln A0 darstellt. Die gesuchte akustische Impedanz ZProbe des 

Probenfluids wird mit Hilfe des Reflexionskoeffizienten rWP
(Probe) ermittelt, der durch 

Vergleich der Amplituden Ai
(Probe) mit den Amplituden Ai

(Referenz) eines Referenzfluides 

bestimmt wird. Für das Verhältnis der Steigungen der Geraden des Proben- und des 

Referenzfluides ergibt sich 
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Daraus ergibt sich für den Reflexionskoeffizienten der Probe 
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Aus Gleichung (2.20), Abschnitt 2.1.5 kann die akustische Impedanz Z(Probe) des 

Probenfluides bei bekannter Impedanz der Wandung Z(Wandung) zu 
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bestimmt werden. Eine detaillierte Herleitung zur Fehlerbestimmung für die 

Impedanzmessmethode nach Bamberger befindet sich im Anhang, Abschnitt A.2. 
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3.1.4 Kombiniertes Aktuator- und Sensorsystem 

Bei der in Abschnitt 3.1.1 erläuterten Puls-Echo-Messmethode (Abbildung 3.1) arbeitet ein 

piezoelektrischer Transducer sowohl als Schallsender (Aktuator) als auch -empfänger 

(Sensor). Er besteht im Wesentlichen aus einer zylindrischen Scheibe aus piezokeramischem 

Material, die an beiden Stirnflächen mit einer leitenden Schicht bedampft ist. Bei der 

Arbeitsweise als Aktuator wird an diese Stirnflächen ein kurzer elektrischer Spannungspuls 

angelegt, der eine Verformung der Scheibe bewirkt (inverser piezoelektrischer Effekt). Nach 

Anregungsende führt die Scheibe freie gedämpfte Dickenschwingungen aus, welche ihrerseits 

periodische Luftdruckschwankungen erzeugen, die zur Ausbreitung einer Schallwelle führen. 

Im Sensormodus verformt eine auftreffende Schallwelle die piezoelektrische Scheibe. 

Dadurch wird auf den (vorher spannungsfreien) Stirnflächen eine elektrische Spannung 

erzeugt (piezoelektrischer Effekt) [45]. Piezoelektrischer Effekt und inverser piezoelektrischer 

Effekt werden durch die Ausdrücke 
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mit den Vektorkomponenten Di – dielektrische Verschiebungsdichte [C/m2], σj –  

mechanische Spannung [N/m2], Ek – elektrisches Feld [N/C],   l – mechanische Dehnung und 

den Tensorkomponenten duv – piezoelektrische Ladungskonstante [C/N], εT
wx – relative 

Permeabilität (für T = const.), sE
yz – Nachgiebigkeitskonstante [m2/N] beschrieben. 

Für die in den Abschnitten 3.1.3 und 4.1.1 beschriebene Impedanzmessung ist es notwendig, 

einen Pulszug mit klar gegeneinander abgrenzbaren Einzelpulsen wie in Abbildung 3.4 

dargestellt zu erhalten. Dazu muss der verwendete piezoelektrische Transducer beim 

Sendevorgang einen möglichst kurzen Schallimpuls abgeben. Bei den in dieser Arbeit 

vorgestellten Messungen wurde dies durch die Verwendung einer piezokeramischen Scheibe 

aus dem Material Bleimetaniobat (PMN) erreicht, das eine hohe innere 

Schwingungsdämpfung und damit einen niederen mechanischen  ütefaktor (≈ 20) besitzt. 

3.1.5 Messelektronik  

Die Messungen wurden zum Teil mit einer Kombination aus Funktionsgenerator 

(Transduceranregung), digitalem Speicheroszillographen (Signalaufnahme), sowie einer 

Computeranwendung zur Druck- und Temperaturmessung über die jeweiligen Sensoren 
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(siehe Abschnitt 3.1.6.1) durchgeführt. Bei diesem Verfahren musste die Bestimmung der  

Echolaufzeit durch Auswertung der Signalbilder erfolgen und die zugehörigen Druck- und 

Temperaturwerte manuell registriert werden. Der überwiegende Teil der Messungen wurde 

mit einer speziell entwickelten elektronischen Einheit zur kombinierten Anregung, sowie 

Signalaufnahme und –auswertung durchgeführt. Diese Methode erlaubte die automatisierte, 

kontinuierliche Messung und Aufzeichung von Echolaufzeit (Abschnitt 3.1.2), Temperatur 

und Behälterdruck. Die Abtastung der Messwerte erfolgte im einem zeitlichen Abstand   1 s. 

3.1.6 Messanordnungen 

3.1.6.1 Messzylinder 

Für die in dieser Arbeit durchgeführten Messungen der Schallgeschwindigkeit an 

standardisierten Fluidgemischen, die teilweise solvatisiertes Kohlendioxid enthielten, sowie 

an verschiedenen Bierproben wurde die in Abbildung 3.6 im Längsschnitt dargestellte 

Messapparatur verwendet. Das Probenfluid befindet sich in einem wärmeisolierten 

zylindrischen Edelstahlbehälter mit einem Innendurchmesser von ca. 95 mm und einem 

Volumen von ca. 3000 cm3. In diesen Zylinder ist ein Träger mit planarer Oberfläche und 

einer Dicke von ca. 11,3 mm eingearbeitet, auf dem der als Schallsender und -empfänger 

dienende piezoelektrische Transducer (4) mit einer Mittenfrequenz von 2 MHz montiert und 

durch Ultraschallgel akustisch angekoppelt ist. Die grünen Pfeile (5) stellen den Weg des 

akustischen Signals (entsprechend dem Verlauf in Abbildung 3.1) dar. Das Funktionsprinzip 

zur Messung der Schallgeschwindigkeit und der akustischen Impedanz wurde bereits in den 

Abschnitten 3.1.2 und 3.1.3 erläutert. Die Temperatur des Probenfluides wird indirekt durch 

ein Temperierfluid eingestellt, das in einem separaten, auf dem Probenbehälter angebrachten 

Mantel (6) umläuft. Die Temperatur dieses Fluides wird durch eine programmierbare 

Temperiereinheit reguliert. Die Temperaturmessung erfolgt durch zwei oberhalb und 

unterhalb des piezoelektrischen Transducers angebrachte PT 100 Widerstands 

Temperatursensoren (7) der Toleranzklasse 1/3 DIN B. In dem bei den Messungen 

betrachteten Temperaturbereich bedeutet dies eine maximale Toleranz von ±0,1° C (bei 2° C) 

bis ±0,15° C (bei 30° C) [46]. Um eine weitgehende Homogenität der Temperaturverteilung 

zu erreichen, wird das Probenfluid ständig durch einen Magnetrührfisch durchmischt. 
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Abbildung 3.6:  Apparatur zur Messung von Schallgeschwindigkeit und Impedanz an Fluiden: 

1 – Probenbehälter, 2  – Probenfluid, 3 – Wärmeisolierung, 

4 – Piezoelektrischer Transducer, 5 – Akustischer Weg (grüne Pfeile), 

6 – Temperiermantel, 7 – Temperatursensor (PT 100), 8 – CO2-Einlassventil, 

9 – CO2-Auslassventil, 10 – CO2-Ausströmer (Sinterkerze), 11 – Drucksensor, 

12 – Magnetrührfisch,   CO2-Gasstrom,  Strömung Temperierfluid von 

der / zur Temperiereinheit 

Bei Messungen an Fluiden, die gelöstes Kohlendioxid enthalten, strömt Kohlendioxidgas aus 

einer Druckgasflasche über eine Sinterkerze (Nr. 10, Abbildung 3.6), die als Ausströmer 

dient, in Form von feinen Bläschen permanent durch das Probenfluid (Abbildung 3.7, weiße 
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Pfeile). Die zugeführte Gasmenge wird durch ein elektromagnetisches Proportionalventil 

reguliert. 

 

 

 

CO2

 

Abbildung 3.7: Messungen an Fluiden mit solvatisiertem Kohlendioxid bei konstantem Druck 

Beim Durchströmvorgang löst sich Kohlendioxidgas im Fluid, bis die dem CO2-Partialdruck, 

der Temperatur und den Stoffmengen der gelösten Substanzen entsprechende 

Gleichgewichtskonzentration [47] erreicht ist. Über der Flüssigkeit bildet sich eine mit CO2 

gesättigte Gasphase, so dass gewährleistet ist, dass der CO2-Partialdruck dem dort 

herrschenden Gasdruck entspricht. Das überschüssige Gas strömt über ein weiteres 

Proportionalventil (Abbildung 3.6, Nr. 9) wieder aus dem Probenbehälter aus. Der 

Behälterüberdruck wird durch einen Druckmessumformer (Abbildung 3.6, Nr. 11) mit einer 

maximalen Abweichung von ±0,05 bar gemessen, und bei konstantem Gaszufluss durch 

Steuerung der aus dem Behälter ausströmenden Gasmenge über die Öffnung des 

Auslassventils (Abbildung 3.6, Nr. 9) mittels einer PID-Regelschleife konstant gehalten. Die 

Aufnahme der Temperatur- und Druckmesswerte sowie die Analog/Digital Wandlung erfolgt 

über Busklemmen der Firma Beckhoff (Temperatur: KL 3202-0028, Druck: KL 3052), wobei 

die Messgenauigkeit für die Temperatur bei ±0,3° C und für den Druck bei ±0,0375 bar liegt. 
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Mit Hilfe der für diese Apparatur ermittelten Funktion L(T) für die akustische Weglänge 

(Gleichung (3.2)) ergibt sich für diese Größe bei einer Temperatur von 20° C aus der 

maximalen Abweichung der Temperaturmessung durch Anwendung des 

Fehlerfortpflanzungsgesetzes eine Abweichung ΔL = ±5,5∙10-4 m.  Aus Gleichung (3.1) kann 

unter Einbeziehung des Messfehlers Δt der Signallaufzeit der Gesamtfehler für die Messung 

der Schallgeschwindigkeit zu ΔUSV = 0,06 m/s bestimmt werden. 

3.1.6.2 Tauchsonde 

Zur Verkleinerung der für einen Messvorgang benötigten Flüssigkeitsmenge, für Messungen 

an relativ dickflüssigen Fluiden (z.B. Fermentationsgemischen zur Bioethanolherstellung), die 

in der in Abschnitt 3.1.6.1 beschriebenen Messapparatur nur schwer handhabbar sind, sowie 

für Messungen direkt im Gärtank wurde die in Abbildung 3.8 dargestellte Messsonde 

konstruiert. 

Eine Edelstahlplatte (2) ist hierbei auf einen Kunststoffträger (8) montiert, der eine zentrale 

Gewindebohrung zur Aufnahme und Fixierung des piezoelektrischen Transducers, sowie eine 

Bohrung zur Durchführung eines PT 100 Temperatursensors (9) aufweist. Der Transducer (5) 

wird durch eine eingeschraubte Gewindestange mit einer mittigen Durchführung für dessen 

Signalleitung an die Edelstahlplatte (2) angepresst. Die akustische Kopplung erfolgt wie bei 

der Apparatur in Abschnitt 3.1.6.1 über ein Ultraschallgel. An 3 Abstandhaltern befestigt 

befindet sich in einer Entfernung von ca. 80 mm zur Platte (2) eine Platte zur Schallreflexion 

(3), die gemäß Bedingung (2.25), Abschnitt 2.1.6 zu diesem Zweck optimiert wurde. Der 

akustische Weg des Ultraschallsignals ist durch grüne Pfeile (6) verdeutlicht. Der 

Edelstahlteil der Sonde taucht in das Probenfluid ein. Ein vom Transducer emittierter 

Schallpuls durchquert Platte (2). An der Grenzfläche Platte (2)-Probenfluid wird ein Teil des 

Pulses transmittiert, ein anderer reflektiert. Der transmittierte Teil wird nach Passieren der 

Probenflüssigkeit an Platte (3) reflektiert, und kehrt zum Transducer zurück. Der reflektierte 

Teil läuft durch Mehrfachreflexionen an den Grenzflächen in Platte (2) um. Somit ist eine 

Schallgeschwindigkeits- und Impedanzmessung gemäß dem in Abschnitt 3.1.1 erläuterten 

Messprinzip möglich. Bei den in dieser Arbeit durchgeführten Labormessungen befanden sich 

die zu untersuchenden Proben zur Temperaturvariation in einem Temperiergefäss, in das die 

Sonde eingetaucht wurde (Abbildung 3.8). Das benötigte Probenvolumen konnte durch diese 

Anordnung von ca. 3000 ml auf 300 ml reduziert werden. Die Sonde kann auch zu 

Messungen in ein Bypassrohr eines Gärtanks oder direkt in einen Gärtank eingebracht 

werden. 
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Abbildung 3.8:  Tauchsonde zur Messung von Schallgeschwindigkeit und akust. Impedanz 

1 – Probenfluid, 2 – Edelstahlplatte, 3 – Reflektor (Edelstahl), 4 – Abstand-

halter (Edelstahl), 5 – Piezoelektrischer Transducer, 6 – Akustischer Weg, 

7 – Anpressvorrichtung für Transducer, 8 – Abdeckung/Transducerhalterung 

(Kunststoff), 9 – Temperatursensor (PT 100);  Optional:   10 – Temperier-

gefäß ( .– Temperiermantel,  - Gefäßboden), 11 – Wärmeisolierung, 

12 - Magnetrührfisch 

 

3.1.7 Probensubstanzen 

Zur Herstellung standardisierter Fluidgemische wurde entgastes, doppelt destilliertes Wasser 

verwendet, das mit Zucker und vergälltem Ethanol vermischt wurde. Als Modellsubstanz für 

die Zuckerkomponente diente hierbei das Disaccharid Saccharose, da es eine äquivalente 

Summenformel (C12H22O11), und eine vergleichbare Dichte wie die z. B. als 

Majorkomponente in der Bierwürze vorkommende Maltose besitzt. 
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4 Eigene Arbeiten 

4.1 Vorstellung und Diskussion der Messergebnisse 

4.1.1 Test einer modifizierten Methode zur Impedanzmessung 

Wie in Abschnitt 3.1.3 beschrieben, wird die Impedanz bei dem Messverfahren nach 

Bamberger [42, 43] aus den Amplitudenhöhen eines zum Transducer hin ausgekoppelten 

Pulszuges bestimmt, der durch Umlauf eines Schallpulses in Wandung 1 der in Abschnitt 

3.1.1 beschriebenen Messanordnung entsteht. Dabei ist die exakte Bestimmung der 

Amplitudenhöhe an einer bestimmten Stelle des Messsignals bzw. einer bestimmten 

Spektralkomponente nach der Fouriertransformation der zeitlichen Amplitude A(t) in eine 

Fre uenzamplitude  (f) für die Genauigkeit des Verfahrens maßgebend. Bei der Betrachtung 

der Fourieramplitude eines Schallimpulses nach einer bzw. mehrfachen Reflexionen zeigt sich 

eine Verschiebung der relativen Gewichtung der Spektralkomponenten (Abbildung 4.1). 

Grund hierfür ist die Umlagerung von Schallenergie zwischen den einzelnen 

Frequenzkomponenten durch Schwebungseffekte. Außerdem sind die Reflexions-, 

Transmissions- und Absorptionskoeffizienten im Allgemeinen keine Konstanten, sondern 

zeigen eine gewisse Abhängigkeit  on der Fre uenz (r = r(f), t = t(f), α = α(f)).  
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Abbildung 4.1:  Frequenz zum Transducer ausgekoppelter Schallpulse 

 (Puls 1 = 1 Reflexionsvorgang, Puls 4 = 7 Reflexionsvorgänge) 
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Bei abnehmender Amplitude der Schallpulse nach Vielfachreflexion steigt der relative Anteil 

hochfrequenter Rauschanteile und erzeugt eine weitere Verschiebung. Alle diese Effekte 

führen zu einer Verfälschung der Messung bestimmter Amplitudenhöhen A(t) bzw. 

Fre uenzanteile  (f), und damit zu Abweichungen bei der Impedanzbestimmung. Die 

Gesamtenergie eines einzelnen Schallpulses wird durch Schwebungseffekte, die ja nur eine 

Energieumverteilung darstellen, nicht verändert. Bei der Impedanzbestimmung können 

Störeffekte deshalb beim Übergang zu einer energetischen Betrachtung, die im Folgenden 

beschrieben wird, weitgehend vermieden werden. Die Intensität einer Schallwelle kann durch 

das Produkt aus Schalldruck und Schallschnelle ausgedrückt werden 
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Mit Gleichung (2.17) aus Abschnitt 2.1.4 wird daraus 

 Z

p
I

2


 
  (4.2) 

Aus der ersten Grundgleichung (3.9), Abschnitt 3.1.4 des Piezoeffektes geht hervor, dass die 

dielektrische Verschiebungsdichte D am Piezomaterial proportional zu einer mechanischen 

Spannung σ, und damit die am piezoelektrischen Transducer gemessene Spannung bei 

Auftreffen einer Schallwelle proportional zu ihrer Druckamplitude ist 

 
pU 

 
  (4.3) 

Mit Gleichung (4.2) folgt, dass die Intensität der eintreffenden Schallwelle proportional zum 

Quadrat der am Transducer gemessenen Spannung ist 

 
UI 2

 
  (4.4) 

Abbildung 4.2 (unterer Teil) zeigt die durch Quadrierung der Amplitudenwerte aus der 

Impedanzmesskurve (oberer Teil, Ausschnittvergrößerung aus Abbildung 3.4 , Abschnitt 

3.1.3) entstehende Intensitätskurve. 

Bei der Beschreibung des Impedanzmessverfahrens nach Bamberger in Abschnitt 3.1.3 

wurden die Amplitudenhöhen der zum Transducer hin ausgekoppelten Pulsmaxima untersucht 

(Abbildung 3.5, Gleichung (3.4)). Da aber jeder Anteil eines Pulses nach den Gleichungen 

(2.20) und (2.21) an Grenzflächen reflektiert bzw. transmittiert wird, gilt für 

korrespondierende Anteile in benachbarten Pulsen (z. B. A(1)
n – A(1)

n+1, A(2)
n – A(2)

n+1 und 

A(3)
n – A(3)

n+1 (Abbildung 4.2, oben) 
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Abbildung 4.2:  Amplitude (oben) bzw. Intensität (unten) aufeinanderfolgender Pulse 

bzw. für alle Pulsanteile A(i)
n des n-ten Pulses zu allen Zeitpunkten t(i) in Bezug auf die 

Amplituden A(i)
0 eines Ausgangspulses 
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Da die Intensität gemäß Gleichung (4.2) proportional zum Quadrat der Druckamplitude und 

damit der Schall- bzw. der Spannungsamplitude am Transducer ist, gilt für die 

Intensitätsanteile der Schallpulse (Abbildung 4.2, unten) 
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mit der Proportionalitätskonstante C. Die Energie einer im Zeitraum t auf den Transducer mit 

der Fläche F auftreffenden Schallwelle der konstanten Intensität I ist gegeben durch 
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Die Energie eines auf denselben Transducer auftreffenden Schallpulses mit der 

zeitabhängigen Intensität I(t) ist durch das Integral 



- 42 - 
 

 

Pulslänge

dttIFE )(  
  (4.9) 

bestimmt. Durch den  renzübergang Δt → 0 (Δt – Zeitlicher Abstand zwischen den 

Messpunkten I(i)
n kann das Integral in eine Summe überführt werden (Abbildung 4.3) 
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Abbildung 4.3:  Energie eines Schallpulses nach Gleichung (4.10) 

Mit dem Ausdruck (4.7) für die Intensität I(i)
n wird daraus 
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  (4.11) 

Das Produkt Transducerfläche mal Summierung über die Intensitäten I(i)
0 mal Δt entspricht 

der Energie des Ausgangspulses E0. Damit entsteht ein zu Gleichung (3.4), Abschnitt 3.1.3 

konsistenter Ausdruck für die Pulsenergien 
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Logarithmieren dieser Gleichung führt in analoger Weise zu einer Geradengleichung 
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Wird in gleicher Weise wie in Abschnitt 3.1.3 beschrieben das Verhältnis der 

Geradensteigung des Probenfluides zur Geradensteigung eines Referenzfluides 

m(Probe)/m(Referenz) gebildet, lässt sich daraus das Quadrat des Reflexionskoeffizienten Wandung 

– Probenfluid bestimmen 
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Daraus ergibt sich der Reflexionskoeffizient der Probe zu 
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  (4.15) 

Mit Hilfe von Gleichung (3.8), Abschnitt 3.1.3 kann daraus bei bekannter Impedanz der 

Wandung die Impedanz des Probenfluides bestimmt werden. 

Das oben beschriebene Verfahren wurde erstmals von E. Wallhäußer et al. [48, 49] 

angewandt und für weitere Problemstellungen adaptiert und erweitert [50, 51]. 

Tabelle 4.1:  Impedanzbestimmung via Pulsenergie bzw. Spektralamplitude in verschiedenen 

 Zuckerlösungen 

Referenz Messgröße Wasser 5 m% Zucker 10 m% Zucker 

 T [° C] 22,4 23,7 23,2 

 USV [m/s] 1489,49 1505,51 1518,70 

 ρ [kg/m
3] 997,68 1016,86 1037,24 

 Z [106 kg/(m2s)] 1,486 1,531 1,575 

Impedanz- / 
Dichtebestimmung Messgröße Wasser 5% Zucker 10% Zucker 

via Pulsenergie 

∂(ln En)/∂n -1,4881 -1,4904 -1,4962 

ρ  - 1004,04 1039,2 

Z  - 1,512 1,578 

via Spektralamplitude 

∂(ln An)/∂n -1,382117 -1,393571 -1,420625 

ρ  - 1160,63 1556,58 

Z  - 1,747 2,363 
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Bei einer Messung, die im Rahmen der vorliegenden Arbeit durchgeführt wurde , wurde der 

in einem Zeitbereich von 4 µs bis 29 µs nach dem Beginn des Anregungspulses liegende 

Signalanteil einer Ultraschallmessung in wässrigen Lösungen mit 5 und 10 Massenprozent 

Zucker mit reinem Wasser als Referenzfluid jeweils bei konstanter Temperatur und einer 

Transducer-Mittenfrequenz von 2 MHz untersucht. Die Bestimmung der akustischen 

Impedanz erfolgte mit der oben beschriebenen Methode der Energieanalyse, sowie der 

Auswertung der Amplitudenhöhe der Spektralkomponente 1,25 MHz der jeweiligen 

Fouriertransformierten der Pulse (Tabelle 4.1). Die exakte Bestimmung der Pulsenergie 

wurde unter Verwendung der diskreten Schallintensitätswerte I(n) mit Hilfe der Simpsonschen 

Regel [52] durchgeführt. 

Die Bestimmung von Impedanz und Dichte via Pulsenergie zeigt bei diesem Beispiel eine 

geringere Abweichung von den Referenzwerten (z.B. für 5% Zucker: Impedanz 1,2%, Dichte 

1,3%) als die Bestimmung aus der Spektralamplitude (Impedanz 14,1%, Dichte 21,2%).  

 

4.1.2 Schallgeschwindigkeit in standardisierten Gemischen 

Für die Erstellung eines Datenfeldes von Temperatur-Schallgeschwindigkeits-Kennlinien bei 

Fluiden mit verschiedenen Zucker- und (oder) Ethanolkonzentrationen wurden Messungen 

der Schallgeschwindigkeit an standardisierten binären (Wasser+Zucker-, Wasser+Ethanol-), 

und ternären (Wasser+Zucker+Ethanol-) Gemischen bei Variation der Temperatur in einem 

Bereich von 30° C bis 2° C jeweils als Einfachmessung vorgenommen. Die Symbole  und 

 in Abbildung 4.4 a markieren die Massenanteile an Zucker ФZu und (oder) Ethanol ФEt der 

untersuchten Fluidgemische, angegeben in Massenprozent (m%) der Gesamtmasse der 

Flüssigkeit, die durch die Beziehung 

 
m

100m

tFlüssigkei

Substanzgelöste
Substanzgelöste


   (4.16) 

 gegeben sind. Abbildung 4.4 b zeigt die Fluidgemische, die zusätzlich mit einem Anteil an 

solvatisiertem Kohlendioxid bei Gleichgewichtsdrucken von 2,01 und 3,01 bar gemessen 

wurden. Die Messungen an Wasser-Zucker Gemischen wurden in einem 

Konzentrationsbereich von 2 - 16 Massenprozent Zucker (in 2 m%-Schritten),   
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Abbildung 4.4: a. Zucker-  ФZu  un    han lk n en  a i nen  ФEt) der untersuchten Fluid- 

  gemische:  Binäre Gemische;  Ternäre Gemische, Komponenten  im  

  stöchiometrischen Verhältnis der Hefefermentation, (Zuckerkonzentrationen 

  zu Beginn der Fermentation  8 m%, 10 m%,  12 m%,  14 m%); 

   Ternäre Gemische, Niedrigkonzentrationsbereich  

   Ternäre Gemische, Hochkonzentrationsbereich 

 b. ,  - Zucker-  ФZu  un    han lk n en  a i nen  ФEt) untersuchter  

  Fluidgemische mit einem Anteil an solvatisiertem CO2 

an Wasser-Ethanol Gemischen von 1 - 6 Massenprozent Ethanol (in 1 m%-Schritten) 

durchgeführt. Bei einem Teil der ternären Gemische (durch ein  bezeichnet und mit 

farbigen Linien (, , , , ) verbunden) wurde das Mischungsverhältnis der 

Komponenten Wasser, Zucker und Ethanol entsprechend ihren stöchiometrischen Anteilen 

während des Zucker-Ethanol-Umsetzung einer Hefefermentation gewählt. Jeweils mit einer 

Linie verbundene Symbole gehören dabei zu einer bestimmten Zuckerkonzentrationen zu 

Beginn der Fermentation (  , „gärungsrelevantes Gemisch“) und entsprechen verschiedenen 

Punkten des Reaktionsfortgangs. Es wurden ganze Zahlen für den Ethanolgehalt gewählt, und 

die diesem Anteil entsprechende, im Fermentationsfluid verbliebene  Restzuckermenge 

berechnet. 

Generell wurde bei allen Messungen an standardisierten Gemischen nach Beimengung von 

Zucker und (oder) Ethanol eine Erhöhung der Schallgeschwindigkeit, verglichen mit der 

Schallgeschwindigkeit in reinem Wasser festgestellt (Abbildung 4.5 a). Die Temperatur-

Schallgeschwindigkeitskennlinien lassen sich durch Polynome 3. Ordnung in der Temperatur 
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  (4.17) 
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mit den konzentrationsabhängigen Koeffizienten 

 
),(  EtZuiAAi

 
  (4.18) 

approximieren. Die Gesamtschallgeschwindigkeit USV lässt sich in zwei Anteile zerlegen 

 
),,()( TUSVTUSVUSV EtZuSWa 

 
  (4.19) 

wobei  USVWa der Schallgeschwindigkeit in reinem Wasser entspricht, und ΔUSVS eine 

durch die  in Wasser gelösten Substanzen Zucker, Ethanol (binäre Gemische), 

Zucker+Ethanol (ternäre Gemische) mit den  onzentrationen ΦZu, ΦEt induzierte, additiv 

wirkende Komponente darstellt. USVWa kann der Literatur [27] entnommen werden. ΔUSVS 

kann aus (4.19) berechnet werden zu 

 
USVUSVUSV WaS 

 
  (4.20) 

Die  omponente ΔUSVS kann, ebenso wie die Gesamtschallgeschwindigkeit USV in 

Gleichung (4.17) durch ein Polynom der Form A0+A1∙T+A2∙T2+A3∙T3 approximiert werden. 

Abbildung 4.5 b zeigt den Schallgeschwindigkeitsanteil ΔUSVS der Komponenten Zucker, 

Ethanol, Zucker+Ethanol für die Beispiele aus Abbildung 4.5 a. 
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Abbildung 4.5:  a. Schallgeschwindigkeit USV(T)  in verschiedenen Fluiden 

  .      nen e ΔUSVS(T) (Gleichung (4.20) ) 

  Wasser, 

  Wasser+4 m% Zucker, 

   Wasser+4 m% Ethanol, 

  Wasser+4 m% Zucker+1,7 m% Ethanol 
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Die Standardabweichung für einzelne Messpunkte der Kennlinie ΔUSVZu(T) für ein 

Wasser+Zucker-Gemisch mit einer Zuckerkonzentration von 4 m% (grün in Abbildung 4.5) 

ist in Abbildung 4.6 mit Fehlerbalken dargestellt. Die Werte der Standardabweichung sind 

neben den jeweiligen Fehlerbalken eingetragen. Das Bestimmtheitsmaß für das approximierte 

Polynom 3. Ordnung hat einen Wert von 0,9608. Die Messpunkte in Abbildung 4.6 stellen 

gemäß Gleichung (4.20) die Differenz zweier Messwerte dar. Allgemein ist die 

Standardabweichung einer Differenz zweier Zufallsvariablen A und B gegeben durch [53] 

 
)(2)()( ABKovarianzBVarianzAVarianzSEC 

 
  (4.21) 

Die Zufallsvariable A repräsentiert im vorliegenden Fall die Messgröße USVWa+Zu(T), B steht 

für die aus der Literatur [27] entnommenen Werte für USVWa(T). 
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Abbildung 4.6: Standardabweichungen einzelner Messpunkte der Kennlinie ΔUSVZu(T) für ein 

Gemisch mit 4 m% Zucker 

Für die Berechnung der Varianz der Größe USVWa+Zu werden alle Punkte um den jeweiligen 

Messpunkt USVWa+Zu(T) im Toleranzbereich der Temperaturmessung (± (0,1+0,0017·T)∙°C) 

für das PT 100 Widerstandsthermometer mit der Toleranzklasse B 1/3 DIN) herangezogen. 

Der angegebene Wert für die Varianz des Literaturwertes USVWa(T) beträgt 

0,00000841 m2/s2. 

4.1.2.1 Binäre Gemische 

Die Gesamtschallgeschwindigkeit in Wasser+Zucker- bzw. Wasser+Ethanol-Gemischen lässt 

sich analog zu Gleichung (4.19) durch die Ausdrücke 
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  (4.23) 

mit den Abkürzungen Wa – Wasser, Zu – Zucker, Et – Ethanol beschreiben. Abbildung 4.7  

und Abbildung 4.8 zeigen die durch Zucker bzw. Ethanol induzierte Komponente ΔUSVZu 

bzw. ΔUSVEt der Gesamtschallgeschwindigkeit für die untersuchten Wasser+Zucker- und 

Wasser+Ethanol-Gemische in Abhängigkeit von der Temperatur. 
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Abbildung 4.7 a, b:   ucke k    nen e ΔUSVZu der Gesamtschallgeschwindigkeit für 

  verschiedene Zuckerkonzentrationen;  a:   2 m% ,  4 m% , 

  6 m% , 8 m%;  b:   10 m% ,  12 m% , 14 m% ,  16 m% 
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Abbildung 4.8:    han lk    nen e ΔUSVEt der Gesamtschallgeschwindigkeit für 

 verschiedene Ethanolkonzentrationen  1 m% ,  2 m% ,  3 m% , 

  4 m% , 5 m% ,  6 m% 
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Die Zucker- bzw. Ethanolkomponente der Schallgeschwindigkeit zeigt im betrachteten 

Konzentrationsbereich einen kontinuierlichen Anstieg bei steigender Konzentration der 

Komponenten Zucker und Ethanol. Dabei bewegt sich ΔUSVZu im untersuchten 

Konzentrations- und Temperaturbereich zwischen 0 und 58,5 m/s, sowie ΔUSVEt zwischen 0 

und 63,2 m/s. Abbildung 4.9 zeigt die  onzentrationsabhängigkeit  on ΔUSVZu bzw. ΔUSVEt 

bei konstanten Temperaturen. 
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Abbildung 4.9: ΔUSVZu   w. ΔUSVEt bei konstanten Temperaturen; 

  ΔUSVZu:   2° C ,  15° C  ,  30° C; 

 ΔUSVEt:   2° C ,  15° C , 30° C 

Wie aus der Abbildung 4.9 ersichtlich, zeigen die Kennlinien ΔUSV(Φ) für Zucker und 

Ethanol unterschiedliche funktionelle Zusammenhänge von ΔUSV mit ΦZu und ΦEt. Die 

Kennlinien können durch Polynome 2. Ordnung in den Konzentrationen 

 


2
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  (4.24) 

mit den temperaturabhängigen Koeffizienten 

 
)(TAA ii

 
  (4.25) 

approximiert werden. Da die Schallgeschwindigkeit nach Gleichung (2.6), Abschnitt 2.1.2 

von den Größen der adiabatischen  ompressibilität κ und der Dichte ρ abhängig ist, muss die 

durch Einbringen von Zucker bzw. Ethanol bewirkte Änderung der Schallgeschwindigkeit im 

Fluid gegenüber der Schallgeschwindigkeit in reinem Wasser durch eine Änderung der 

Kompressibilität (Δκ) und der Dichte (Δρ) her orgerufen werden. 
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Unter Verwendung von Gleichung (2.6), Abschnitt 2.1.2 ergibt sich der Ausdruck 
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 (4.27) 

Der Quotient ∂κ/∂ΦZu(Et) ist immer negativ, da die Kompressibilität durch Beimengung von 

Zucker bzw. Ethanol in wässrigen Lösungen gegenüber der Kompressibilität in reinem 

Wasser abgesenkt ist (Abschnitt 4.1.4.1). Folglich ist Term 1 in Gleichung (4.27) immer 

positi . Die durch Zucker her orgerufene Dichteänderung ∂ρ/∂ΦZu ist positiv, die 

Dichteänderung ∂ρ/∂ΦEt durch Ethanol negativ (Abbildung 4.10). 
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Abbildung 4.10:  Dichte von Zucker- () und Ethanollösungen () bei T = 20° C 
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Dadurch wird Term 2, Gleichung (4.27) für Zuckerlösungen negativ und für Ethanollösungen 

positiv, und damit gilt ΔUSVEt > ΔUSVZu. 

4.1.2.2 Ternäre Gemische 

Wie bei den binären Gemischen steigt auch bei  ternären (Wasser+Zucker+Ethanol-) 

Gemischen die Schallgeschwindigkeit  mit der Konzentration der Komponenten Zucker und 

Ethanol. In Analogie zu dem Ausdruck (4.19) lässt sich bei der Gesamtschallgeschwindigkeit 

eine durch Zucker und Ethanol gemeinsam verursachte, additiv wirkende Komponente 

ΔUSVZu+Et abseparieren: 

 
),,()(),,( TUSVTUSVTUSV EtZuEtZuWaEtZuEtZuWa   . 

  (4.28) 

Abbildung 4.11 zeigt ΔUSVZu+Et (T) für einige ausgewählte Gemische in Form von 

Näherungspolynomen 3. Ordnung in der Temperatur (vgl. Ausdruck (4.17)). 

0 5 10 15 20 25 30
10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

110


U

S
V

Z
u

+
E

t 
[m

/s
]

T [°C]  

Abbildung 4.11:  Kennlinien ΔUSVZu+Et(T) einiger ternärer Gemische; 

  Konzentrationen Zucker [m%] / Ethanol [m%]:   2/1 , 

  5.9/1 , 3.8/3 ,  3.7/4 ,  1.6/6 ,  12/4 ,  14/6 

Die Schallgeschwindigkeitsanteil ΔUSVZu+Et wächst mit steigender Zucker- bzw. 

Ethanolkonzentration (Abbildung 4.12 a) und sinkt mit steigender Temperatur (Abbildung 

4.12 b). Die Abbildung zeigt hierbei die Messpunkte für die einzelnen Gemische mit den 

zugehörigen Näherungsfunktionen, die bei konstant gehaltenen  onzentrationen ФZu bzw. ФEt 

durch ein Polynom zweiter Ordnung in der Konzentration der jeweils anderen Komponente 

dargestellt werden können (Gleichung (4.24)). 
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Abbildung 4.12: a. ΔUSVZu+Et(ΦZu, ΦEt = const., T = const. = 2° C): 

    ФEt = 2 m%,    ФEt = 4 m%,    ФEt = 6 m%

 ΔUSVZu+Et (ΦZu = const., ΦEt, T = const. = 2° C):  

   ФZu = 2 m%,    ФZu = 4 m%,    ФZu = 6 m% 

  b. ΔUSVZu+Et(ФZu, ФEt =const. = 2 m%, T = const.):  

   T= 2° C,    T = 30° C  

 ΔUSVZu+Et(ФZu = const. = 2 m%, ФEt, T = const.):  

   T = 2° C,    T = 30°C 

Abbildung 4.13 verdeutlicht die Abhängigkeit von ΔUSVZu+Et  on ΦZu und ΦEt (a) sowie von 

der Temperatur T (b) zusätzlich mit einer 3D-Darstellung. 
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Abbildung 4.13:  a. ΔUSVZu+Et ΦZu, ΦEt, T)-für T = const. =20° C 

   - Messpunkte,  - approximiertes Gitternetz 

  b. Approximierte Flächen konstanter Temperatur  

 ΔUSVZu+Et ΦZu  ΦEt, T =const.); 

  -  T = 2° C, - T = 30° C 
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Der Wert der  omponente ΔUSVZu+Et liegt im untersuchten Konzentrations- bzw. 
Temperaturbereich zwischen 0 und 111,9 m/s. Wie aus Abbildung 4.12 hervorgeht, gilt 
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  (4.29)  

Dieses Verhalten kann, ebenso wie in Abschnitt 4.1.2.1, mit dem unterschiedlichen Verhalten 

der durch Zucker bzw. Ethanol bewirkten Dichteänderung (∂ρ/∂ФZu > 0, ∂ρ/∂ФEt < 0) erklärt 

werden (vgl. Gleichungen (4.26), (4.27), Abschnitt 4.1.2.1). 

Die durch Zucker und Ethanol induzierte Änderung ΔUSVZu+Et der Schallgeschwindigkeit in 

ternären Gemischen lässt sich nicht als Summe der entsprechenden Beiträge ΔUSVZu, 

ΔUSVEt in binären Gemischen darstellen. 
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  (4.30) 

4.1.3 Schallgeschwindigkeit in standardisierten Gemischen mit 

solvatisiertem Kohlendioxid 

Wie bereits in Abschnitt 3.1.6.1 erläutert, wurden aus den verwendeten standardisierten 

Gemischen mittels durchströmendem Kohlendioxidgas in Verbindung mit einer CO2-

Atmosphäre mit konstantem CO2-Partialdruck im Probenraum gesättigte Lösungen erzeugt, 

die eine Gleichgewichtskonzentration von CO2 enthielten, und die Temperatur-

Schallgeschwindigkeits-Kennlinien gemessen. Der CO2-Absolutdruck in der Gasphase der 

Messanordung aus Abbildung 3.6 und Abbildung 3.7, der im System Fluid – Gasphase dem 

CO2-Partialdruck entspricht, ergibt sich aus dem gemessenen Behälterüberdruck p (Abschnitt 

3.1.6.1) und dem atmosphärischen Druck patm zu  pCO2 = p + patm. Für den atmosphärischen 

Druck wurde näherungsweise ein durchschnittlicher Wert patm = 1,01 bar angenommen.  

Erste Untersuchungen zum Einfluss von gelöstem CO2-Gas auf die Schallgeschwindigkeit, 

allerdings nur in Gemischen von Wasser und CO2, wurden in Arbeiten von Forrest [54] und 

Mitzscherling [55] vorgestellt. Bei den in der vorliegenden Arbeit betrachteten binären und 

ternären Gemischen tritt durch die Beimengung von Kohlendioxid im Fluid eine Anhebung 

der Schallgeschwindigkeit auf (Abbildung 4.14). Die CO2-induzierte Komponente der 
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Gesamtschallgeschwindigkeit ist abhängig von der Temperatur T, dem CO2-Partialdruck pCO2 

und der Konzentration der Komponenten Zucker ФZu und (oder) Ethanol ФEt 
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(Dreistoffgemische). 
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Abbildung 4.14:  Schallgeschwindigkeit USV(T) 

  Wasser;  Wasser+5,9 m% Zucker+1 m% Ethanol; 

  Wasser+5,9 m% Zucker+1 m% Ethanol+CO2 (pCO2 = 2,01 bar) 

Abbildung 4.15 a zeigt den analog zu (4.20) aus der Gesamtschallgeschwindigkeit 

USVWa+Zu+Et+CO2 durch Subtraktion der Schallgeschwindigkeit USVWa+Zu+Et eines 

entsprechenden Gemisches ohne Kohlendioxidanteil extrahierten Anteil 
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22
 
  (4.33) 

der Komponente Kohlendioxid an der Gesamtschallgeschwindigkeit anhand zweier Beispiele 

ternärer Gemische. Die Kennlinien ΔUSVCO2(T) lassen sich analog der Form (4.17) durch 

Polynome 3. Ordnung in der Temperatur darstellen. Die Schallgeschwindigkeit hängt nach 

Gleichung (2.6), Abschnitt 2.1.2 von den physikalischen Parametern adiabatische 

 ompressibilität (κ) und Dichte (ρ) ab. Die durch  ohlendioxid bedingte Änderung der 
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Schallgeschwindigkeit ist deshalb auf die CO2 bedingte Änderung ΔκCO2 und ΔρCO2 der 

 rößen κ und ρ zurückzuführen. 
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Abbildung 4.15:    hlen i xi an eil ΔUSVCO2 an der Gesamtschallgeschwindigkeit 

  a.  ennlinien ΔUSVCO2 T ;   .  ennlinien ΔUSVCO2 ΦCO2) 

   - 5.9 m% Zucker, 1 m% EtOH, pCO2 = 2,01 bar; 

  - 7.8 m% Zucker, 3 m% EtOH, pCO2 = 2,01 bar; 

  - 5.9 m% Zucker, 1 m% EtOH, pCO2 = 3,01 bar 

Differentiation von (2.6) führt zu dem Ausdruck 
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USV   (4.34) 

(Gemische G – Wa+Zu, Wa+Et, Wa+Zu+Et). Nach Gleichung (4.63), Abschnitt 4.1.4.3 ist 

die durch CO2 bedingte Änderung der adiabatischen  ompressibilität ΔκCO2 nur vom CO2-

Partialdruck pCO2 und von der Temperatur abhängig. Zur Dichte von Wasser-Kohlendioxid-

Gemischen gibt es bisher nur wenige Arbeiten (z. B. [56, 57]). Nach Imboden [58] kann die 

Dichte eines Wasser-CO2-Gemisches in erster Näherung durch eine lineare Beziehung 

dargestellt werden 
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  (4.35) 

wobei βCO2
(Wa) = 2,73·10-4 l/g der spezifische Ausdehnungskoeffizient von Wasser bezüglich 

 ohlendioxid und ΦCO2 die Kohlendioxidkonzentration (in g/l) ist. Bei Berechnung der 

Dichte der hier untersuchten binären und ternären Gemische mit Kohlendioxidanteil wurde 

angenommen, dass näherungsweise βCO2
(Wa) ≈ βCO2

(G) = const.(T) für alle Gemische und alle 

Temperaturen und somit 
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gilt. Die durch CO2 verursachte Dichteänderung ΔκCO2 kann aus der Differenz 

ρG+CO2 – ρG bestimmt werden zu 

  CO

Wa

COGCO 222

)(
   (4.37) 

Rammert und Pahl [47] fanden eine empirisch basierte Näherungsformel für den 

Absorptionskoeffizienten ςCO2 (in g∙l-1∙bar-1) von Kohlendioxid in wässrigen Lösungen in 

Abhängigkeit vom Druck, der Temperatur und der Konzentration verschiedener gelöster 

Komponenten 

 

 

 













 




























 


502743128

9
1

)()(

4
13

3
12

2
11109

4
8

3
7

2
65

4321
2

2

2

2

FAcNa
V
EtExSa

COO

O

CO

TKTKTKTKK

TKTKTKTK

pKKKK

 
  (4.38) 

mit den Größen ΦO2 – Sauerstoff-Gleichgewichtskonzentration in mg/l, pCO2 – CO2-

Gleichgewichtsdruck in bar, T – Temperatur in °C, ΦSa(Ex) – Saccharose- bzw. Extraktgehalt 

in g/l, Φ
V

Et – Alkoholgehalt in Vol%, ΦNa – Salz bzw. Säurekonzentration in g/l, 

ΦF – Fruchtsaftgehalt in Gewichtsprozent. Die Konstanten K1..K13 sind in Tabelle A.2 im 

Anhang, Abschnitt A.4.1 zusammengestellt. Aus dem Absorptionskoeffizienten ζCO2 lässt sich 

die  onzentration ΦCO2 (in g/l) von Kohlendioxid im Fluid mit Hilfe der Henry-Dalton-

Gleichung 

 
p

COCOCO
222

 
 
  (4.39) 

bestimmen. Für den vorliegenden Fall wässriger Lösungen, die nur die Komponenten Zucker 

und Ethanol enthalten, vereinfacht sich Gleichung (4.38) durch den Wegfall der ΦNa und ΦF 

enthaltenden Terme. 

Tabelle 4.2 enthält die nach Gleichung   (4.34) berechneten Werte ΔUSVCO2 für die in 

Abbildung 4.15 dargestellten Kennlinien ΔUSVCO2(T) bei einer Temperatur von 20° C. Die 

Werte ΔρCO2 wurden mit dem Ausdruck (4.37) unter Verwendung der Gleichungen (4.38), 
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(4.39) bestimmt. Die durch CO2 bewirkte Änderung der adiabatischen Kompressibilität 

ΔκCO2, die nur vom CO2-Partialdruck und der Temperatur abhängig ist (siehe Abschnitt 

4.1.4.3), wurde den Daten der in Abbildung 4.28, Abschnitt 4.1.4.3 dargestellten Messung 

entnommen. Die Werte ΔUSVCO2 in Tabelle 4.2 geben in ihrer Tendenz die in Abbildung 

4.15 a beobachtete Lage der Kennlinien wieder. Sowohl aus den Messdaten, als auch aus den 

theoretischen Überlegungen wird daher deutlich, dass die Kennlinien ΔUSVCO2(T) für 

 emische mit unterschiedlichen  onzentrationen ΦZu, ΦEt nicht identisch sind. 

Tabelle 4.2:  e echnung  e    hlen i xi k    nen e ΔUSVCO2 der Schallgeschwindigkeit 

 bei T = 20° C nach Gleichung   (4.34) 

ΦZu ΦEt pCO2 USVWa+Zu+Et ρWa+Zu+Et κWa+Zu+Et ΔρCO2 ΔκCO2 ΔUSVCO2 

[m%] [bar] [m/s] [kg/m3] [10-10 Pa-1] [kg/m3] [10-12 Pa-1] [m/s] 

5,9 1 2,01 1505,87 1020,05 4,32 0,73 -1,40 1,89 

7,8 3 2,01 1526,88 1024,82 4,19 0,65 -1,40 2,06 

5,9 1 3,01 1505,87 1020,05 4,32 1,09 -2,65 3,81 
 

Mit den Gleichungen (4.38) und (4.39) lässt sich bei bekanntem ΦZu (=const.), ΦEt (=const.) 

und pCO2 (=const.) für jede Temperatur T die jeweilige zugeordnete 

Kohlendioxidkonzentration ΦCO2 bestimmen, und damit eine Transformation der Kennlinien 

ΔUSVCO2(T) (Abbildung 4.15 a) in die Kennlinien ΔUSV(ΦCO2) (Abbildung 4.15 b) 

durchführen. Die  ennlinien ΔUSVCO2(ΦCO2) in Abbildung 4.15 b weisen eine lineare 

Abhängigkeit der Schallgeschwindigkeitskomponente ΔUSVCO2 von der 

 ohlendioxidkonzentration ΦCO2 auf. Dieser lineare Zusammenhang entsteht durch die mit 

der Rammert-Pahl- und Henry-Dalton-Gleichung durchgeführte Transformation ΦZu, ΦEt, p, T 

→ ΦCO2, die bei konstanten Parametern ΦZu, ΦEt, p zu einer Funktion ΦCO2(T) führt. Bei der 

oben beschriebenen Transformation ΔUSVCO2(T) → ΔUSVCO2(ΦCO2) wird die 

Umkehrfunktion T(ΦCO2), die durch ein Polynom C0+C1∙ΦCO2+C2∙ΦCO2
2+C3∙ΦCO2

3 

beschrieben werden kann, in die Funktion ΔUSVCO2 = C4+C5∙T+C6∙T2+C7∙T3 eingesetzt 

(C0….C7 – Konstanten). In dem entstehenden funktionalen Zusammenhang ΔUSVCO2(ΦCO2) 

spielen nur noch die in ΦCO2 linearen Terme eine nennenswerte Rolle, die höheren Terme 

werden vernachlässigbar klein. 
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4.1.3.1 Binäre Gemische 

Abbildung 4.16 a zeigt die Kennlinien ΔUSVCO2(T), Abbildung 4.16 b die mit Hilfe der 

Gleichungen (4.38), (4.39) transformierten  ennlinien ΔUSVCO2(ΦCO2) 

Kohlendioxidkomponente der Gesamtschallgeschwindigkeit für einige beispielhaft 

herausgegriffene Wasser+Zucker+CO2-Gemische im Vergleich mit einem Wasser+CO2-

Gemisch bei einem konstanten CO2-Druck von 2,01 bar.  
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Abbildung 4.16:  Kennlinien a. ΔUSVCO2 T    . ΔUSVCO2 ΦCO2) für verschiedene 

 Wasser+Zucker+CO2-Gemische im Vergleich mit einem 

 Wasser+CO2-Gemisch, pCO2 = 2,01 bar:   - Wasser, 

   - 2 m% Zucker,   - 4 m% Zucker, - 6 m% Zucker, 

  - 8 m% Zucker,   - 14 m% Zucker,   16 m% Zucker 
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Abbildung 4.17: Kohlendioxidkomponente ΔUSVCO2 ΦZu) der Schallgeschwindigkeit 

 a. für Zuckerlösungen bei ΦCO2 = const. = 3.5 g/l, p = const. = 1 bar  

  . fü    han llösungen  ei ΦCO2 = const. = 3.5 g/l 

   pCO2 =const. = 2,01 bar,  pCO2 = const. = 3,01 bar 
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Abbildung 4.17 a zeigt ΔUSVCO2 in Abhängigkeit  on der Zuckerkonzentration ФZu bei einer 

konstanten CO2-Konzentration von 3,5 g/l (punktierte Linie in Abbildung 4.16 b).Bei 

konstanter CO2- onzentration steigt ΔUSVCO2 mit der Zuckerkonzentration der Lösung. In 

Abbildung 4.18 sind die ΔUSVCO2(T)-Kennlinien einiger Wasser+Ethanol-Gemische samt 

den entsprechenden ΔUSVCO2(ΦCO2)-Kennlinien für konstante CO2-Drucke von 2,01 bar und 

3,01 bar zusammengestellt. 
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Abbildung 4.18:  ΔUSVCO2(T)-   w. ΔUSVCO2 ΦCO2)- Kennlinien für Wasser+Ethanol- 

 Gemische bei konstanten CO2-Drucken von 2,01 bar und 3,01 bar 

  Wasser,  1 m% Ethanol,  2 m% Ethanol,  5 m% Ethanol 

Die  omponente ΔUSVCO2(ΦCO2) bei einer konstanten CO2-Konzentration (Abbildung 4.17 b 

und Abbildung 4.18, gestrichelte Linie) zeigt mit einer Abnahme bei steigender 

Ethanolkonzentration ein gegenüber ΔUSVCO2(ΦZu) konträres Verhalten. Die 

unterschiedlichen Eigenschaften  on ΔUSV(ΦZu) und ΔUSV(ΦEt) beruhen in erster Linie auf 

dem unterschiedlichen Verhalten der Größe ρG in Gleichung   (4.34). Die Dichte ρG der 

binären Fluidgemische steigt mit der Zuckerkonzentration, sinkt aber mit der 

Ethanolkonzentration (vgl. Abbildung 4.10). 
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4.1.3.2 Ternäre Gemische 

In Abbildung 4.19 und Abbildung 4.20 sind beispielhaft die Kennlinien ΔUSVCO2(T) und 

ΔUSVCO2(ΦCO2) für ternäre CO2-haltige Gemische mit konstanten Ethanolkonzentrationen 

ΦEt = 1 m% bzw. 2 m% und verschiedenen Zuckerkonzentrationen bei CO2-Drucken von 2,01 

bar und 3,01 bar dargestellt. 
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Abbildung 4.19:  ΔUSVCO2 (ternäre Gemische); ΦEt=const.=1 m%; pCO2=2,01 bar, 3,01 bar. 

   ΦZu=5.9 m%,   ΦZu=7.9 m%,   ΦZu=9.9 m%,   ΦZu=11.9 m% 

Für die  omponente ΔUSVCO2 konnte in ternären Gemischen im Gegensatz zu Abschnitt 

4.1.3.1 keine streng korrespondierende, durchgehende Systematik der ΔUSVCO2(ΦCO2)-

Kennlinien (ΔUSVCO2 steigend mit wachsender Zuckerkonzentration, fallend mit wachsender 

Ethanolkonzentration) bei jeweils konstanter CO2-Konzentration (Abbildung 4.17) festgestellt 

werden. Der Wert  on ΔUSVCO2 liegt zwischen 0,1 m/s und 7 m/s (CO2-Druck 2,01 bar) bzw. 

1 m/s und 8,6 m/s (3,01 bar). 
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Abbildung 4.20:  ΔUSVCO2 (ternäre Gemische); ΦEt=const.=2 m%; pCO2 = 2,01 bar, 3,01 bar. 

  ΦZu=3.9 m%,  ΦZu=5.9 m%,  ΦZu=7.9 m% , ΦZu=9.9 m% 

4.1.4 Adiabatische Kompressibilität in standardisierten Gemischen 

4.1.4.1 Gemische ohne Kohlendioxidanteil 

Die Schallgeschwindigkeit in Fluiden ist allgemein gegeben durch 

  


1
USV Fluid  

  (4.40) 

mit der adiabatischen  ompressibilität κ [Pa
-1
] und der Dichte ρ [kg/m

3]. Die adiabatische 

 ompressibilität κ 

 dp

VdV /


 
  (4.41) 

gibt die relative Volumenänderung (dV/V) des Einheitsvolumenelementes an, die durch eine 

Druckänderung dp  erursacht wird. Die  ompressibilität κ ergibt sich aus (4.40) zu 
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  (4.42) 

In der vorliegenden Arbeit wurden bei den untersuchten Fluidgemischen ausschließlich die 

Temperatur-Schallgeschwindigkeits-Kennlinien USV(T) gemessen. Die Dichte konnte 

lediglich punktuell bei einzelnen konstanten Temperaturen mit dem Anton-Paar-

Biegeschwinger ermittelt werden. Zur Bestimmung der κ(T)-Kennlinien aus der Gleichung 

(4.40) musste die temperaturabhängige Dichte ρ(T) der  erwendeten  emische größtenteils 

aus Literaturdaten sowie mit Hilfe der Näherungsgleichung (4.43) gewonnen werden. Die 

Dichte von reinem Wasser kann Tabellen [59, 60] entnommen werden. Die Dichtewerte 

ρ(ΦZu, T) von Zuckerlösungen können mit Hilfe einer polynomischen Formel von Bettin und 

Spieweck [61] ermittelt werden. Aus Tabellenwerten von Jimenez [62] und Lide [63] konnte 

mittels multipler linearer Regression ein Näherungspolynom zur Bestimmung der Dichte von 

Wasser+Ethanol-Gemischen in einem Temperaturbereich von 10° C bis 30° C und einem 

Ethanol-Konzentrationsbereich von 0 bis 10 Massenprozent erstellt werden. Für die Dichte in 

ternären (Wasser+Zucker+Ethanol-) Gemischen wird von Resa [14] der Ausdruck 
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  (4.43) 

mit dem Volumenanteil νi der Komponente i, der durch 
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  (4.44) 

gegeben ist mit dem Volumen Vi, der Masse mi und der Dichte ρi der Komponente i und den 

Volumina Vj, den Massen mj und den Dichten ρj aller beteiligten Komponenten genannt. 

Dieser Ansatz verwendet das assoziierte System Wasser+Ethanol als Lösungsmittel mit 

Zucker als gelöster Substanz. 

Aus den gemessenen  ennlinien USV(ΦZu=const., ΦEt = const., T) und den aus der Literatur 

[61-63], sowie aus (4.43) bestimmten zugehörigen Dichtewerten ρ(ΦZu=const., ΦEt = const.,T) 

wurden die  ennlinien κ(ΦZu=const., ΦEt = const., T) mit Hilfe von Gleichung (4.42) 

errechnet. Legt man für die maximale Abweichung bei der Dichtemessung den Wert  

Δρ = ±1 kg/m3 eines kommerziellen Dichtemessgerätes (Anton-Paar-Biegeschwinger), sowie 

eine Abweichung ΔUSV = 0,06 m/s (siehe Abschnitt 3.1.6.1) der 

Schallgeschwindigkeitsmessung zugrunde, kann der maximale  Fehler bei der Bestimmung 

 on κ aus Gleichung (4.42) zu Δκ = ±4,9∙10-13 Pa-1 ermittelt werden. Abbildung 4.21 zeigt 
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Beispiele für die adiabatische Kompressibilität einiger binärer und eines ternären Gemisches 

im Vergleich mit Wasser. Generell führt die Beimengung von Zucker und (oder) Ethanol im 

betrachteten Konzentrationsbereich zu einer Absenkung der Kompressibilität. 
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Abbildung 4.21:  Adiabatische Kompressibilität κ T  fü  einige Fluidgemische im Vergleich 

 mit Wasser;   Wasser,  1 m% Ethanol,  2 m% Zucker, 

  3 m% Ethanol,  6 m% Zucker,  8 m% Zucker,  

  9.9 m% Zucker+2 m% Ethanol 

Abbildung 4.22 zeigt die adiabatische Kompressibilität von Wasser+Zucker- bzw. 

Wasser+Ethanol-Lösungen in Abhängigkeit  om Stoffmengenanteil χZu( χEt) der Zucker- 

(Ethanol-) Komponente bei einer Temperatur von 20° C. 

0,000 0,005 0,010 0,015 0,020 0,025

4,0

4,1

4,2

4,3

4,4

4,5

4,6


 [

1
0

-1
0
 P

a
-1

]


Zu (Et)  

Abbildung 4.22:       essi ili    κ in w ss igen Lösungen in Abhängigkeit vom 

 S  ff engenan eil χ  e  gelös en      nen e bei T = 20°C 

  Wasser+Zucker-Gemische,  Wasser+Ethanol-Gemische 
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Der Stoffmengenanteil einer gelösten Komponente i in einem Fluid mit einem Lösungsmittel 

und j gelösten Komponenten ist gegeben durch 

 


j
jLM

i
i

MM

M
 
  (4.45) 

(Mi – Molzahl der Komponente i, MLM – Molzahl des Lösungsmittels, Mj – Molzahlen der 

gelösten Komponenten). Wie aus Abbildung 4.22 ersichtlich, zeigt die Kompressibilität eine 

lineare Abhängigkeit [64] vom Stoffmengenanteil (ebenso von der Massenkonzentration, 

siehe Abbildung 4.25). Die Steigung der zugehörigen Geraden ∂κ/∂χ, also die Änderung der 

Kompressibilität mit der relativen Teilchenzahl der gelösten Komponente im Verhältnis zur 

Zahl der Wassermoleküle ist bei Wasser+Zucker-Gemischen (-5,41·10-9) wesentlich größer 

als bei Wasser+Ethanol-Gemischen (-0,85·10-9). Jacobson [65] nimmt als Ursache der durch 

gelöste Stoffe in wässrigen Lösungen bewirkte Absenkung der Kompressibilität eine 

Substitution von Wassermolekülen durch Moleküle des gelösten Stoffes, und ein daraus 

folgendes Aufbrechen von Wasserstoffbrückenbindungen an. Durch den Wegfall dieser 

Bindungen können sich die Wassermoleküle stärker aneinander annähern, was zu einer 

dichteren lokalen Struktur führt. Burakowski et al. [64] begründen die 

Kompressibilitätsabsenkung mit dem Aufbau neuer Bindungen zwischen Lösungsmittel und 

gelöstem Stoff sowie der Verdrängung von Wassermolekülen und der Bildung einer 

Hydratationssphäre an hydrophoben Bereichen des gelösten Moleküls. Beide Effekte führen 

ebenfalls zu einer lokalen Verdichtung und Versteifung. Nach [64] gilt ein proportionaler 

Zusammenhang zwischen der Steigung ∂κ/∂χ und der Anzahl und Art funktioneller Gruppen 

der Moleküle des gelösten Stoffes, die zur Hydratisierung beitragen (z. B. –CH2 oder –OH 

Gruppen). 
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((∂κ/∂χ)i – Kompressibilitätsabsenkung/relative Teilchenzahl der funktionellen Gruppe i; ni – 

Anzahl der funktionellen Gruppen i pro Molekül). Basierend auf dieser Theorie kann 

angenommen werden, dass die größere Anzahl zur Hydratisierung beitragender –OH-Gruppen 

(1 pro Ethanolmolekül [66], 8 pro Saccharosemolekül [67]) zu unterschiedlichen Werten von 

∂κ/∂χ führen. Die in Abbildung 4.22 gezeigte lineare Abhängigkeit der Kompressibilität von 

χZu, χEt wird nur bei niedrigen Konzentrationen von Zucker bzw. Ethanol beobachtet, bei 
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höheren Konzentrationen zeigen sich Nichtlinearitäten [68]. Bei  onzentrationen χEt > 0,1 

zeigt die Kompressibilität in Ethanollösungen einen Wiederanstieg [69, 70]. 

In ternären Gemischen verursachen sowohl der Zucker- als auch der Ethanolanteil eine 

Absenkung der Kompressibilität. Abbildung 4.23 zeigt die adiabatische Kompressibilität in 

ternären Gemischen unter Variation der Massenkonzentration der Zuckerkomponente bei 

jeweils konstanter Ethanolkonzentration. 
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Abbildung 4.23:    ia a ische      essi ili    κ in  e n  en  e ischen bei T = 20°C in 

   h ngigkei  v n  e   ucke k n en  a i n ΦZu bei konstanten 

 Ethanolkonzentrationen ΦEt = const. =  - 1 m%,   - 2 m%,  

  - 3 m%,   - 4 m%,   - 5 m%,   - 6 m% 

Die Absenkung der adiabatischen Kompressibilität ΔκS in einem Fluidgemisch von Wasser 

und einer oder mehreren gelösten Substanz(en) S (S – Zu (Zucker) , Et (Ethanol),  Zu+Et 

(Zucker+Ethanol)) gegenüber der Kompressibilität in reinem Wasser [60] ist gegeben durch 

 
   WaSWaS

 
  (4.47) 

Abbildung 4.24 zeigt die nach (4.47) bestimmte Absenkung ΔκZu bzw. ΔκEt der 

Kompressibilität in binären Gemischen mit 14 m% Zucker bzw. 8 m% Ethanol in 

Abhängigkeit von der Temperatur im Vergleich mit ΔκZu+Et in einem ternären Gemisch mit 

14 m% Zucker +8 m% Ethanol. 
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Abbildung 4.24:  Ve  in e ung Δκ  e  a ia a ischen      essi ili    in Fluidgemischen 

   14 m% Zucker;   8 m% Ethanol;   14 m% Zucker+8 m% Ethanol 

 Doppelpfeile: 1 – ΔκEt (25°C) = -0 9∙10
-11

 Pa
-1

; 

 2 – ΔκZu (25°C) = -4 5∙10
-11

 Pa
-1

; 3 – ΔκZu+Et = -5 4∙10
-11

 Pa
-1

 

Bei dem beispielhaft herausgegriffenen Temperaturwert T = 25° C (gestrichelte Linie in 

Abbildung 4.24) hat Δκ8m%Et (grüne Kurve) einen Wert von -0,9∙10-11 Pa-1 (Doppelpfeil 1), 

Δκ14m%Zu (braune Kurve) -4,5∙10-11 Pa-1 (Doppelpfeil 2) und Δκ14m%Zu+8m%Et (orangefarbige 

Kurve) einen Wert von -5,4∙10-11 Pa-1, was genau der Summe Δκ14m%Zu+ Δκ8m%Et entspricht: 

 
)25()25()25( CCC Et%m8Zu%m14Etm%8Zum%14     

 

  
  (4.48) 

Gleichung (4.48) lässt sich für alle in der vorliegenden Arbeit verwendeten 

Konzentrationsverhältnisse und Temperaturen verallgemeinern: 

 
),(),(),,( TTT

EtEtuZuZEtuZEtuZ   
 
  (4.49) 

Für die linearen Funktionen ΔκZu(ΦZu, T) und ΔκEt(ΦEt, T) (vgl. Abbildung 4.22) der 

Kompressibilitätsabsenkung in Wasser-Zucker- bzw. Wasser-Ethanol-Gemischen lassen sich 

Näherungspolynome der Form 

 
 )( 21 TKK uZuZ

 
  (4.50) 

 
 EtEt TKK )(

43
 
  (4.51) 
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durch Einsetzen der mit Gleichung (4.47) bestimmten Werte ΔκZu
(experimentell)

(ΦZu,T), 

ΔκEt
(experimentell)

(ΦEt, T) in die Gleichungen (4.50) und (4.51) mittels multipler linearer 

Regression (Abschnitt 2.2.1) bestimmen. Tabelle 4.3 enthält die Ergebnisse für die 

Koeffizienten K1, K2, K3, K4, Abbildung 4.25 Beispiele für die approximierten Funktionen 

ΔκZu(ΦZu, T), ΔκEt(ΦEt, T) mit den jeweils zugehörigen Messpunkten bei Temperaturen von 

10° C und 20° C. 

Tabelle 4.3:  Koeffizienten der Gleichungen (4.50) und (4.51) 

[10-12
∙%

-1] [10-12
∙%

-1
∙(°C)

-1] 

K1 -4,2246 K2 0,0374 

K3 6,1262 K4 0,1284 
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Abbildung 4.25:  ΔκZu ΦZu, T) (Gleichung (4.50)) und ΔκEt ΦEt, T) (Gleichung (4.51)) bei 

 konstanten Temperaturen;  T =10° C:  : ΔκZu,    ΔκEt;   

 T = 20° C:     ΔκZu,    ΔκEt 

Für die Absenkung der Kompressibilität in ternären Gemischen ergibt sich mit  (4.49) unter 

Verwendung von (4.50) und (4.51) 

 
  EtZuEtZu TKKTKK )()( 4321

 
  (4.52) 
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In Tabelle 4.4 sind einige der mit dem Ausdruck (4.52) bestimmten Werte ΔκZu+Et im 

Vergleich mit den mit Hilfe der Gl. (4.42) und (4.47) ermittelten experimentellen Werten 

zusammengestellt. 

Tabelle 4.4:  Vergleich der mit der Gl. (4.52)  es i   en We  e ΔκZu+Et mit den experimentell 

  es i   en We  en;  ugehö ige We  e ΔκZu (Gl.(4.50)   ΔκEt (Gl. (4.51)), 

 Abweichungen e  Resi uen  ΔκZu+Et (theoretisch)-ΔκZu+Et (experimentell) 

ФZu ФEt 
ΔκZu 

(Gl. (4.50)) 
ΔκEt 

(Gl. (4.51)) 
ΔκZu+Et 

(Gl. (4.52)) 
ΔκZu+Et 
(exp.) e 

[m% ] [10-11 Pa-1] 

3,9 2 -0,64 -1,07 -1,71 -1,70 -0,01 

1,7 4 -0,60 -1,42 -2,02 -2,05 0,03 

9,9 1 -3,45 -0,36 -3,81 -3,72 -0,09 

1,6 6 -0,56 -2,13 -2,69 -2,79 0,10 

 

4.1.4.2 Theoretische Betrachtung zum Verhalten der Kompressibilität 

Für die adiabatische Kompressibilität in einem Fluidgemisch aus Wasser und einer beliebigen 

anderen (nichtionischen) Komponente gilt nach Jacobson [65] 

 
K  2211

 
  (4.53) 

mit ν1, κ1 – Volumenanteil bzw.  ompressibilität der  omponente 1 (Wasser) und ν2, κ2 – 

Volumenanteil, Kompressibilität der Komponente 2 (gelöste Komponente). K stellt ein 

Korrekturglied dar, das die Änderung der Kompressibilität durch Substitution von 

Wassermolekülen durch Moleküle des gelösten Stoffes, die daraus resultierende Auflösung 

von Wasserstoffbrückenbindungen und den Aufbau neuer Bindungen zu den Molekülen der 

gelösten Substanz beschreibt. Der Volumenanteil νi einer Komponente i ist gegeben durch 

den Ausdruck (4.44), Abschnitt 4.1.4.1. Die Gleichung (4.53) stellt eine empirisch gestützte 

Näherungsformel dar. Exakte thermodynamische Darstellungen finden sich z. B. in den 

Arbeiten [71, 72]. 

Zur Betrachtung des Verhaltens der Kompressibilität in einem Wasser-Zucker-Ethanol-

Gemisch mit der Gesamtmasse mg, der Masse mZu der Komponente Zucker und der Masse 

mEt der Komponente Ethanol kann man sich dieses ternäre Gemisch aus zwei binären 

wässrigen Lösungen zusammengesetzt denken, die jeweils die Masse mg/2 besitzen. In einem 
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der beiden Gemische ist dabei nur Zucker der Masse mZu enthalten, im anderen nur Ethanol 

der Masse mEt (Abbildung 4.26). 

mg/2, mZu,

Φ Zu, ρ1, κ1

mg/2, mEt,

Φ Et, ρ2, κ2
+

mg, mZu, mEt

ΦZu, ΦEt, κt

Lösung 1 Lösung 2 Ternäres Gemisch

 

Abbildung 4.26:  Bildung eines ternären Gemisches aus zwei binären Gemischen 

Mit den Massenkonzentrationen ΦZu = mZu/mg und ΦEt = mEt/mg der gelösten Substanzen 

Zucker und Ethanol im ternären  emisch ergibt sich für die  onzentrationen Ф´Zu und Ф´Et in 

den binären Lösungen 1 und 2 
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  (4.54) 

Die Lösungen 1 und 2 besitzen die  on Ф´Zu und Ф´Et abhängigen Kompressibilitäten 

κ1(Ф´Zu), κ2(Ф´Et), die sich mit Hilfe der Gleichungen (4.50) und (4.51) bestimmen lassen 

können. Mit den Vereinfachungen K´1 = K1+K2∙T und   ´2 = K3+K4∙T folgt mit  leichung 

(4.53) und Gleichung (4.47) Abschnitt 4.1.4.1 für die  ompressibilität κt eines ternären 

Gemisches bei einer bestimmten Temperatur T 
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  (4.55) 

Da bei einer Mischung aus zwei wässrigen Lösungen mit niedrigen  onzentrationen ФZu und 

ФEt angenommen werden kann, dass die Gesamtzahl der Wasserstoffbrückenbindungen vor 

und nach dem Mischvorgang annähernd konstant bleibt, kann die Konstante K in Gleichung 

(4.53)  ernachlässigt werden. Für die Absenkung der  ompressibilität Δκt = κt – κWa folgt 

nach einigen Umformungen 
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  (4.56) 

Für kleine Unterschiede zwischen ρ1 und ρ2 gilt näherungsweise g1 ≈ 1, g2 ≈ 1 und damit 

 












Et

EtEt

Zu

Zut KK 1  
  (4.57) 

was exakt der Aussage der Gleichung  (4.49) entspricht. Die Dichtewerte liegen im 

verwendeten Temperatur- und  onzentrationsbereich der standardisierten  emische für ρ1 

zwischen 1003,32 und 1066,92 kg/m3, sowie für ρ2 zwischen 984,99 und 998,89 kg/m3. Der 

Wert der Faktoren g1 und g2 in Gleichung (4.56) bewegt sich somit zwischen 0,9627 bzw. 

1,037 (ΦZu = 16 m%, ΦEt = 6 m%, T = 2° C) und 0,9955 bzw. 1,005 (ΦZu = 2 m%, 

ΦEt = 1 m%, T = 2° C), was eine maximale Abweichung des Wertes Δκt von -1,11∙10-12 Pa-1 

(≈ -1,17%) zwischen den Gleichungen (4.56) und (4.57) bewirkt. Somit stellt die empirisch 

ermittelte Gleichung (4.49) eine gute Näherung des Verhaltens der adiabatischen 

 ompressibilität  für niedrige  onzentrationen ΦZu, ΦEt dar. 

4.1.4.3 Gemische mit Kohlendioxidanteil 

Im Fluid gelöstes Kohlendioxidgas bewirkt wie die Komponenten Zucker und Ethanol 

(Abschnitt 4.1.4.1) eine Absenkung der Kompressibilität. Die Bestimmung der adiabatischen 

Kompressibilität erfolgt, wie bereits für die Fluide ohne Kohlendioxidanteil, mit Hilfe der 

Gleichung (4.42) unter Verwendung der gemessenen Schallgeschwindigkeit USV. Die Dichte 

in Gemischen, die CO2 enthalten, kann mit Gleichung (4.36), Abschnitt 4.1.4.3 unter 

Zuhilfenahme der Henry-Dalton-Gleichung (4.39) und der Gleichung von Rammert und Pahl 

(4.38) bestimmt werden. Abbildung 4.27 zeigt am Beispiel zweier ternärer Gemische G die so 

berechneten  ennlinien κG+CO2(T) im Vergleich mit κG (T). 

Die durch Kohlendioxid verursachte Absenkung der adiabatischen Kompressibilität im 

Vergleich zum entsprechenden Fluid ohne Kohlendioxidanteil ergibt sich analog zu 

Gleichung (4.47), Abschnitt 4.1.4.1 zu 

    SWaCOSWaCO 22  
  (4.58) 

(S =  Zu, Et, Zu+Et). Die mit Gleichung (4.58) bestimmten Kennlinien der durch 

Kohlendioxid induzierten Absenkung der Kompressibilität ΔκCO2(T) in Wasser sind in 
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Abbildung 4.27:  Adiabatische Kompressibilität verschiedenerer ternärer Gemische. 

  5,9 m% Zucker, 1 m% Ethanol; 

  5,9 m% Zucker, 1 m% Ethanol, CO2 (pCO2 =2,01 bar); 

   5,9 m% Zucker, 1 m% Ethanol, CO2 (pCO2 = 3,01 bar), 

  9,9 m% Zucker, 2 m% Ethanol; 

   9,9 m% Zucker, 2 m% Ethanol, CO2 (pCO2 = 2,01 bar;) 

   9,9 m% Zucker, 2 m% Ethanol, CO2 (pCO2 = 3,01 bar) 

Abbildung 4.28 im Vergleich zu den mit Hilfe der Gleichungen (4.38) und (4.39), Abschnitt 

4.1.3 transformierten Kennlinien ΔκWa+CO2(ΦCO2) für die Kohlendioxid-Gleichgewichtsdrucke 

pCO2 = 2,01 bar und 3,01 bar dargestellt. 
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Abbildung 4.28:  Absenkung a. ΔκCO2(T) und b. ΔκCO2(ΦCO2) der adiabat. Kompressibilität in 

 Wasser-CO2-Gemischen bei verschiedenen CO2-Gleichgewichtsdrucken:  

  pCO2=2,01 bar,  pCO2=3,01 bar 
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Die Konzentration von Kohlendioxid in Lösung ist nach Rammert und Pahl (Gleichung 

(4.38), Abschnitt 4.1.3) im Gleichgewichtszustand vom Umgebungsdruck, der Temperatur 

und der Konzentration eventuell gelöster weiterer Komponenten abhängig. Die Kennlinien 

ΔκCO2(ΦCO2) (Abbildung 4.28 b) für die CO2-Drucke pCO2 = 2,01 bar und 3,01 bar weisen 

einen im Rahmen der Messgenauigkeit (Fehlerbalken Abbildung 4.28 rechts) teilweise 

deckungsgleichen Verlauf auf. Im  egensatz zu den  ennlinien ΔκZu(ΦZu) und ΔκEt(ΦEt) zeigt 

sich keine lineare Abhängigkeit von der Konzentration der gelösten Komponente, da ΦCO2 in 

Wasser nach Rammert und Pahl bei konstantem Druck von der Temperatur abhängig ist, und 

somit ΔκCO2(ΦCO2) keine Isotherme darstellt. Abbildung 4.29 zeigt ein Beispiel für die 

temperaturabhängige, durch Zucker und Kohlendioxid bewirkte Gesamtabsenkung der 

adiabatischen Kompressibilität 

 
 WaCOZumWaCOZum   %2%2

22  
  (4.59) 

 in einem Wasser+Zucker-Gemisch mit 2 Massenprozent Zucker und solvatisiertem 

Kohlendioxid (pCO2 = 2,01 bar) im Vergleich zu der durch Zucker bzw. Kohlendioxid allein 

induzierten Verringerung der Kompressibilität in Gemischen mit Wasser+2% Zucker 

 
 WaZumWaZum   %2%2

 
  (4.60) 
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Abbildung 4.29: Ve gleich  e  We  e  e    senkung Δκ  e  a iabatischen Kompressibilität in 

 Abhängigkeit von der Temperatur T:   Wasser+CO2, pCO2 = 2,01 bar, 

  Wasser+8 m% Zucker,  Wasser+8 m% Zucker+CO2, pCO2 = 2,01 bar 

 1 – ΔκCO2 (12,5° C);   2 – ΔκWa+8m%Zu (12,5° C); 

 3 – ΔκWa+8m%Zu+CO2 (12,5° C)  
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bzw. Wasser und Kohlendioxid bei pCO2 = 2,01 bar 

 
 WaCOWaCO   22

 
  (4.61) 

In gleicher Weise sind in Abbildung 4.30 die Kennlinien Δκ1,8m%Zu+3m%Et+CO2 

(für pCO2 = 2,01 bar und 3,01 bar), Δκ1,8m%Zu+3 m% Et für ein ternäres Gemisch mit 1,8 m% 

Zucker und 3 m% Ethanol, sowie ΔκCO2 für Wasser+CO2-Gemische bei den Drucken 

pCO2 = 2,01 bar und 3,01 bar dargestellt. 
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Abbildung 4.30:    senkung Δκ  e  a ia a ischen      essi ili    

 Wasser+CO2,pCO2 = 2,01 bar;   Wasser+CO2, pCO2 = 3,01 bar; 

 Wasser+1,8 m% Zucker+3 m% Ethanol;  

 Wasser+1,8 m% Zucker+3 m% Ethanol+CO2, pCO2 = 2,01 bar; 

 Wasser+1,8 m% Zucker+3 m% Ethanol+CO2, pCO2 = 3,01 bar 

T = 13° C:   1 – ΔκCO2 (2,01 bar); 2 - ΔκCO2 (3,01 bar);  

3 – Δκ1,8m%Zu+3m%Et; 4 - Δκ1,8m%Zu+3m%Et+CO2 (2,01 bar); 

5 - Δκ1,8m%Zu+3m%Et+CO2 (3,01 bar) 

An der Stelle T = 12,5° C (gestrichelte Linie) in Abbildung 4.29 gilt für ein 

Wasser+Kohlendioxid- emisch ΔκCO2 = -0,212·10-11 Pa-1 (Pfeil 1), für ein Gemisch aus 

Wasser+8% Zucker ohne  ohlendioxidanteil ist Δκ8m%Zu = -2,896·10-11 Pa-1, die 

Kompressibilitätsänderung mit Kohlendioxidanteil beträgt Δκ8m%Zu+CO2 = -3,102·10-11 Pa-1. 

Offensichtlich gilt an der Stelle T = 12,5° C 

 
   COZu%m8COZu%m8

22
 
  (4.62) 
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Gleiches gilt beim Beispiel des ternären Gemisches aus Abbildung 4.30. An der Stelle 

T = 13° C ist ΔκCO2 (2,01 bar) = -0,205·10-11 Pa-1
, Δκ1,8m%Zu+3m%Et = -1,945·10-11 Pa-1 und 

Δκ1,8m%Zu+3m%Et+CO2 (2,01 bar) = -2,18·10-11 Pa-1, was wiederum genau der Summe 

Δκ1,8m%Zu+3m%Et+ΔκCO2(2,01 bar) entspricht. Bei einem Druck pCO2 =  3,01 bar ist diese 

Bedingung bei der gleichen Temperatur wieder erfüllt, da ΔκCO2(3,01 bar) = -0,382·10-11 Pa-1, 

Δκ1,8m%Zu+3m%Et+CO2 (3,01 bar) = -2,295·10-11 Pa-1 (=Δκ1,8m%Zu+3m%Et+ΔκCO2(3,01 bar) ). Diese 

Eigenschaft tritt bei allen untersuchten binären und ternären standardisierten Gemischen bei 

allen Temperaturen und den CO2-Gleichgewichtsdrucken 2,01 bar und 3,01 bar auf. Es kann 

daher der folgende allgemeine Ausdruck formuliert werden 

 
),(),(),,(

2222
TpTTp

COCOSSCOSCOS     
  (4.63) 

wobei S ≡ Zucker, Ethanol, Zucker+Ethanol. Die durch ein beliebiges binäres oder ternäres 

Gemisch mit Kohlendioxid gegenüber der Kompressibilität von Wasser bewirkte Änderung 

der adiabatischen  ompressibilität ΔκS+CO2 kann also durch Addition der Werte der 

 ompressibilitätsänderung eines entsprechenden  emisches ohne  ohlendioxidanteil ΔκS 

und eines Wasser+Kohlendioxid- emisches ΔκCO2 bei gleichem Druck bestimmt werden. 

4.1.4.4 Allgemeine Beziehung für die Absenkung der Kompressibilität in Gemischen 

mit den Komponenten Zucker, Ethanol und Kohlendioxid 

Mit den Gleichungen  (4.49) , Abschnitt 4.1.4.1 und (4.63), Abschnitt 4.1.4.3 folgt für die 

durch die Komponenten Zucker, Ethanol und Kohlendioxid verursachte Absenkung der 

adiabatischen Kompressibilität bei einer Temperatur T in allen untersuchten standardisierten 

Gemischen der folgende allgemeine Ausdruck: 

),(),(),(

),,,(

22

2

TpTT

Tp

COCOEtEtZuZu

COEtZuCOEtZu 2







     (4.64) 

Die durch alle gelösten Komponenten gemeinsam bewirkte Gesamtabsenkung der 

adiabatischen Kompressibilität kann also durch Addition der Beiträge der 

Kompressibilitätsabsenkung in Gemischen bestimmt werden, die nur jeweils eine der 

Komponenten in gleicher Konzentration enthalten. In Abbildung 4.31 wird die Gültigkeit der 

Gleichung  (4.64) anhand des Beispiels der Kennlinien Δκ(T) eines  emisches mit 5,8 m% 

Zucker, 3 m% Ethanol und Kohlendioxid bei einem Gleichgewichtsdruck von 2,01 bar im 

Vergleich mit den entsprechenden Kennlinien binärer Gemische mit 5.8 m% Zucker, 3 m% 

Ethanol und Kohlendioxid bei pCO2 = 2,01 bar verdeutlicht. 
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Abbildung 4.31:    senkung Δκ der adiabatischen Kompressibilität: 

   Δκ5,8m%Zu+3m%Et+CO2, 

  Δκ5,8m%Zu,   Δκ3m%Et,,  ΔκCO2 (pCO2 = 2,01 bar) 

An der Stelle T = 16° C (gestrichelte Linie) ist ΔκCO2 = -0,172·10-11 Pa-1 (Pfeil 1), 

Δκ3m%Et = -1,179·10-11 Pa-1 (Pfeil 2) und Δκ5,8m%Zu = -2,08·10-11 Pa-1 (Pfeil 3). Die Summe 

Δκ5,8m%Zu+Δκ3m%Et+ΔκCO2 = -3,431·10-11 Pa-1 aus den Kompressibilitätsänderungen der 

Gemische mit nur einer gelösten Komponente weicht nur gering von dem experimentell 

ermittelten Wert Δκ5,8m%Zu+3m%Et+CO2 = -3,36·10-11 Pa-1 des Gemisches mit den gelösten 

Komponenten Zucker, Ethanol und Kohlendioxid ab. In Tabelle 4.5 sind die mit Gleichung 

(4.64) bestimmten Summen ΔκZu+ΔκEt+ΔκCO2 für einige binäre und ternäre Gemische im 

Vergleich mit den experimentellen Werten ΔκZu+Et+CO2 bei verschiedenen Temperaturen und 

CO2-Gleichgewichtsdrucken dargestellt. Für den Maximalwert der Größe 

eΔκ  = Δκ(theoretisch) – Δκ(experimentell) ergibt sich ein theoretischer Wert von ±1,98∙10-12 Pa-1 aus 

den jeweiligen Messfehlern der Parameter ΔκZu, ΔκEt, ΔκCO2 und ΔκZu+Et+CO2. Die in 

Tabelle 4.5 angegebenen Werte eΔκ liegen somit im Bereich der Messungenauigkeit. 
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Tabelle 4.5:  ΔκZu+Et+CO2 = ΔκZu+ΔκEt+ΔκCO2 (Gl. (4.64 )) für einige Gemische im Vergleich 

 i  ΔκZu+Et+CO2 (experimentell); 

Abweichung eΔκ = Δκ   he  e isch  – Δκ  ex e i en ell  

ΦZu/ ΦEt pCO2 T ΔκZu ΔκEt ΔκCO2 
ΔκZu+ΔκEt 

+ΔκCO2 
ΔκZu+Et+CO2 

(exp.) 
eΔκ 

[m%]/ 
[m%] 

[bar] [°C] [10-11 Pa-1] 

11,9/1 2,01 15 -4,18 -0,41 -0,18 -4,77 -4,85 0,08 

4/0 2,01 20 -1,35 0,00 -0,14 -1,49 -1,54 0,05 

0/3 2,01 25 0,00 -0,89 -0,10 -1,00 -1,02 0,02 

0/1 3,01 20 0,00 -0,35 -0,27 -0,62 -0,63 0,01 

5,9/1 3,01 15 -2,07 -0,41 -0,34 -2,82 -2,77 -0,05 

3,7/4 2,01 25 -1,19 -1,19 -0,10 -2,48 -2,55 0,06 

1,6/6 3,01 20 -0,54 -2,11 -0,27 -2,91 -2,97 0,06 

4.1.5 Schallgeschwindigkeit in Lösungen verschiedener Mono- und 

Disaccharide 

In den Abschnitten 4.1.2 bis 4.1.4 wurden ausschließlich Fluidgemische behandelt, die die 

Modellsubstanz Saccharose als Zuckerkomponente enthalten. Da Fermentationsfluide neben 

Saccharose, teilweise sogar zum überwiegenden Teil, andere Zuckermoleküle beinhalten, 

wurde zusätzlich die Schallgeschwindigkeit in Lösungen der Monosaccharide Glukose und 

Fruktose, sowie des Disasaccharides Maltose gemessen. Glukose, Fruktose und Maltose 

liefern wie Saccharose eine additiv wirkende Komponente zur Schallgeschwindigkeit 

 USVUSV

USV

MaltoseFruktoseGlukoseWasser

MaltoseFruktoseGlukoseWasser





),(

),(

 
  (4.65) 

In Abbildung 4.32 sind die Kennlinien ΔUSVS(T) (S      Glukose, Fruktose, Maltose) im 

Vergleich mit ΔUSVSaccharose(T) in Lösungen mit jeweils 2 Massenprozent der betreffenden 

Komponente zusammengestellt. Die durch Maltose, Glukose und Fruktose induzierten 

Komponenten ΔUSVS der Gesamtschallgeschwindigkeit liegen bei dieser Konzentration bis 

zu 3 m/s über ΔUSVSaccharose. Die Werte ΔUSVS der Monosaccharide Glukose und Fruktose, 

sowie der Disaccharide Saccharose und Maltose liegen jeweils relativ dicht beieinander. 
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Abbildung 4.32: Kennlinien ΔUSVS (T) in Lösungen mit 2 Massenprozent der Substanz S 

 S  =     Saccharose,   Maltose,   Glukose,   Fruktose  

Ein ähnliches Bild ergibt sich für die adiabatische Kompressibilität, die mit Hilfe von 

Gleichung (4.42) und Dichtewerten aus der Literatur [63] bestimmt wurde (Abbildung 4.33). 

 
Abbildung 4.33:   ia a ische      essi ili    κ   ei T = 20° C 

Dieses Verhalten kann mit Hilfe des Modells von Burakowski (Gleichung (4.46), Abschnitt 

4.1.4.1) erklärt werden. Glukose enthält fünf an der Hydratation teilnehmende 

–OH-Gruppen [73, 74], Saccharose dagegen acht. Durch die größere Anzahl an Bindungen 

zwischen Lösungsmittel und gelöstem Stoff entsteht eine festere Struktur, die eine größere 

Absenkung der Kompressibilität verursacht. 
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4.2 Polynomisches Modell für die Schallgeschwindigkeit in 

ternären Gemischen, optional mit CO2-Anteil 

In zahlreichen früheren Arbeiten [75-79] wurde bereits versucht, Näherungsformeln für die 

Schallgeschwindigkeit in Flüssigkeitsgemischen zu finden. Nomoto [75] verwendet hierzu 

einen halbempirischen Ansatz In der Arbeit von Resa et al. [14] wurden diese Ansätze für 

Dreistoffgemische  adaptiert. Dabei wurde das assoziierte System Wasser-Ethanol als 

Lösungsmittel des gelösten Stoffes Zucker angenommen. Der entsprechend fortgeschriebene 

Ausdruck für den Ansatz von Nomoto lautet 
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 (4.66) 

und für den Ansatz von Natta-Baccareda [76] 
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Bei den in dieser Arbeit untersuchten Wasser-Zucker-Ethanol Dreistoffgemischen traten bei 

der Bestimmung der Schallgeschwindigkeit mit Hilfe der Ausdrücke (4.66) und (4.67) über 

den gesamten Konzentrations- und Temperaturbereich signifikante Abweichungen von den 

experimentell ermittelten Werten auf. Als Beispiel zeigt Abbildung 4.34 die experimentellen 

Werte der  Zucker-Ethanol-Schallgeschwindigkeitskomponente ΔUSVZu+Et von Gemischen  
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Abbildung 4.34:  Zucker+Ethanol induzierte Schallgeschwin igkei sk    nen e ΔUSVZu+Et 

 für Dreistoffgemische mit ФEt = 1 m% bei T = 20° C  

   Experiment,  Natta-Baccareda  Nomoto 



- 79 - 
 

mit verschiedenen Massenanteilen Zucker bei einem konstanten Massenanteil von 1 m% 

Ethanol und einer Temperatur von 20° C im Vergleich mit den nach den Gleichungen (4.66) 

und (4.67) ermittelten Werten ΔUSVZu+Et
(Nomoto) = USVWa+Zu+Et

(Nomoto)-USVWa, sowie 

ΔUSVZu+Et
(Natta) = USVWa+Zu+Et

(Natta)-USVWa. Bezogen auf die Schallgeschwindigkeit in 

sämtlichen untersuchten Dreistoffgemischen bei 20° C zeigt die Näherung von Nomoto eine 

Standardabweichung der ermittelten von den experimentellen Werten von 1,52 m/s und eine 

mittlere Abweichung von 0,34 m/s. Beim Ansatz von Natta liegt die Standardabweichung bei 

1,47 m/s, der Mittelwert der Abweichung bei -2,53 m/s. Da es bisher kein physikalisches 

Modell gibt, das das Verhalten der Schallgeschwindigkeit in Wasser+Zucker+Ethanol-

Gemischen in dem in dieser Arbeit untersuchten Konzentrations- und Temperaturbereich mit 

ausreichender Genauigkeit beschreibt, wurde zunächst ein rein numerisch gestütztes Modell 

mit einem polynomischen Ansatz erstellt. 

 
),,( TUSVUSV EtZuEtZuEtZu    

  (4.68) 

Bei der Zucker- bzw. Ethanolkomponente der Schallgeschwindigkeit ΔUSVZu(Et) in binären 

Gemischen zeigte sich bei konstanter Temperatur eine Abhängigkeit bis zur 2. Ordnung in 

den Konzentrationen von Zucker bzw. Ethanol (Abschnitt 4.1.2.1). Sowohl bei binären als 

auch bei ternären  emischen war ΔUSVZu(Et) bei konstanten Konzentrationen der 

Komponenten bis zur 3. Ordnung von der Temperatur abhängig (Abschnitt 4.1.2). Deshalb 

wurde als Näherungsansatz für ΔUSVZu(Et) in ternären Gemischen ein Polynom erstellt, in das 

die Konzentrationen der  omponenten ΦZu und ΦEt bis zur 2. Ordnung und die Temperatur T 

bis zur 3. Ordnung eingehen. Der Ansatz geht von einer Superposition einer Zucker- und 

einer Ethanolkomponente ΔUSVZu´ und ΔUSVEt´ aus, die nicht mit den entsprechenden 

 omponenten ΔUSVZu und ΔUSVEt  der binären Gemische identisch sind: 
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Die Koeffizienten Pik und Qjl wurden durch Einsetzen von N experimentell ermittelten 

Messdatensätzen {ΔUSVZu-Et,(i), ΦZu,(i), ΦEt,(i), T(i)} in die Gleichungen (4.69) und (4.70) 
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  (4.71) 

und anschließende lineare multiple Regression (Abschnitt 2.2.1) mit dem Programm 

Microsoft Excel bestimmt. Die Zahl der Datensätze liegt in einer Größenordnung von 

N   400000, da zur Modellerstellung alle kontinuierlich erfassten Messdaten (siehe hierzu 

Abschnitt 3.1.5) verwendet wurden. Da die Zucker-Ethanol-Komponente der 

Schallgeschwindigkeit bei ФZu = 0 und ФEt = 0 verschwindet, kann im Gleichungssystem 

(4.69) P00 = 0 gesetzt werden. Sämtliche Koeffizienten der Gleichungen (4.69), (4.70) sind in 

Tabelle A.3, Anhang A.4.2, zusammengestellt. Die Evaluierung der Funktion (4.69) erfolgte 

mit dem für die Regression verwendeten Messdatenset {ΔUSVZu-Et,(i), ΦZu,(i), ΦEt,(i), T(i)}. Aus 

den Residuen eΔUSV= ΔUSV 
Zu+Et- ΔUSVZu+Et mit den nach Gleichung (4.69) ermittelten 

Werten ΔUSV 
Zu+Et und den Referenzwerten ΔUSVZu+Et ergibt sich eine Standardabweichung 

SEC = 0,31 m/s, sowie eine systematische Abweichung BIAS = 7,7·10-4 m/s (Abschnitt 2.2.5) 

der berechneten von den Referenzdaten.  
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Abbildung 4.35:  Funk i n ΔUSVZu+Et ΦZu  ΦEt, T), Gleichung (4.69); 

Teilabbildung a:   

ΦZu , T =const.:   ΦZu=4 m%, T= 2° C;   ΦZu=1  m%, T=16° C; 

 ΦEt , T =const.:   ΦEt=3  m%, T= 2° C;   ΦEt=1  m%, T= 16° C; 

Teilabbildung b, ΦZu  ΦEt = const.:  

 ΦZu =1  m%  ΦEt = 6  m% ; ΦZu =4  m%  ΦEt = 3  m% 
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Abbildung 4.35 a und b zeigt die Funktion ΔUSVZu+Et(ΦZu, ΦEt, T) mit jeweils zwei konstant 

gehaltenen Parametern. Wie zu erkennen ist, steigt die Zucker-Ethanol-Komponente der 

Schallgeschwindigkeit monoton mit der Konzentration der Komponenten Zucker und 

Ethanol, zeigt dagegen ein monoton fallendes Verhalten mit steigender Temperatur. In 

Abbildung 4.36 a und b sind die partiellen Ableitungen der Funktion ΔUSVZu+Et(ΦZu, ΦEt, T) , 

∂ΔUSVZu+Et/∂ΦZu, ∂ΔUSVZu+Et/∂ΦEt und ∂ΔUSVZu+Et/∂T dargestellt. 
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Abbildung 4.36:   a  ielle   lei ungen  e  Funk i n ΔUSVZu+Et ΦZu  ΦEt, T)  

a.  bei konstanten Temperaturen;  

∂ΔUSVZu+Et/∂ΦZu (linke/untere Achse):    2° C,  16° C,  30° C; 

∂ΔUSVZu-Et/∂ΦEt (linke/obere Achse):   2° C,  16° C,  30° C  

b.  ∂ΔUSVZu+Et/∂T  ei k ns an en   n en  a i nen ФZu  ФEt  

  2 m% Zucker,1 m% Ethanol,    9,9 m% Zucker, 2 m% Ethanol, 

   5,7 m% Zucker,2 m% Ethanol,    1,6 m% Zucker, 6 m% Ethanol 

Aus Abbildung 4.36 wird ersichtlich, dass sämtliche partiellen Ableitungen der Funktion 

ΔUSVZu+Et(ΦZu, ΦEt, T) in den gesamten in dieser Arbeit betrachteten Intervallen der Zucker- 

und Ethanolkonzentrationen sowie der Temperatur keine Nullstellen besitzen und ihre 

Vorzeichen beibehalten (∂ΔUSVZu+Et/∂ΦZu und ∂ΔUSVZu+Et/∂ΦEt positi , ∂ΔUSVZu+Et/∂T 

negativ). Durch die damit gegebene strenge Monotonie der Funktion ΔUSVZu+Et(ΦZu, ΦEt, T) 

wird einem Wertetripel (ФZu, ФEt, T) eindeutig ein bestimmter Wert ΔUSVZu+Et zugeordnet. 

Bei Fluidgemischen mit einem Gleichgewichtsanteil an solvatisiertem Kohlendioxidgas tritt 

eine zusätzliche CO2-bedingte  omponente ΔUSVCO2 an der Gesamtschallgeschwindigkeit 

auf, die eine lineare Abhängigkeit von der Kohlendioxid-Konzentration zeigt (Abschnitt 

4.1.3). Die Kohlendioxid-Konzentration in einem Fluidgemisch mit Zucker und Ethanol ist 
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nach Rammert und Pahl [47] von den Masseanteilen dieser Komponenten sowie vom Druck 

und der Temperatur abhängig (Abschnitt 4.1.3). Zur Erstellung eines polynomischen Modells 

für den durch Zucker, Ethanol und Kohlendioxid gemeinsam induzierten Anteil 

ΔUSVZu+Et+CO2 an der Gesamtschallgeschwindigkeit müssen deshalb zum Modell (4.69) für 

Fluidgemische ohne Kohlendioxidanteil einige Terme hinzugefügt werden, die den Einfluss 

von Kohlendioxid hinreichend genau widerspiegeln. Da bei technischen Anwendungen häufig 

der Differenzdruck zum Atmosphärendruck als Messgröße dient, wurde das nachfolgende 

Modell in Termen des Behälterüberdruckes p erstellt. Zur Entwicklung des Kalibriermodells 

wurde die den Abschnitten 4.1.3.1 und 4.1.3.2 erwähnte lineare Abhängigkeit des 

Kohlendioxidanteils der Gesamtschallgeschwindigkeit von der Kohlendioxidkonzentration 

ΦCO2 vorausgesetzt. Für ΦCO2 wurden Ausdrücke mit einigen Permutationen  on ΦZu, ΦEt, p 

und T bis zur 2. Ordnung in p und T in Anlehnung an die Terme der Formel von Rammert 

und Pahl (Gleichung (4.38)) gebildet. 
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  (4.72) 

Die Koeffizienten Pi, Qj, Rkm, Sl und Un wurden analog zur Vorgehensweise bei Gleichung 

(4.69) aus N Bestimmungsgleichungen, die durch Einsetzen von N ≈ 91000 Messdatensätzen 

{ΔUSVZu-Et-CO2,(i), ΦZu,(i), ΦEt,(i), pCO2,(i), T(i)} in Gleichung (4.72) entstehen, durch multiple 

lineare Regression bestimmt. Die Werte sämtlicher Koeffizienten finden sich in Tabelle A.4, 

Anhang A.4.2. Die interne Validierung wurde mit dem für die Regression verwendeten 

Messdatensatz durchgeführt. Mit den Residuen eΔUSV= ΔUSV 
Zu+Et+C 2

- ΔUSVZu+Et+C 2 

ergibt sich eine Standardabweichung von SEC = 0,35 m/s und eine systematische 

Abweichung BIAS = -3,7·10-4 m/s der nach Gleichung (4.72) bestimmten Werten von den 

entsprechenden Referenzwerten. Da eine probeweise Streichung der Koeffizienten R11, R22 

und R20 nicht zu einer signifikanten Änderung des SEC-Wertes führte, konnten sie im 

Folgenden weggelassen werden. Abbildung 4.37 zeigt Flächen konstanten Kohlendioxid-

Gleichgewichtsdruckes pCO2 der Funktion ΔUSVZu+Et+CO2 im ΦZu-ΦEt-ΔUSV-Raum im 
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Vergleich mit der Funktion ΔUSVZu+Et für Fluidgemische ohne Kohlendioxidanteil bei 

Behälter-Überdrucken von 1 bar und 2 bar und einer Temperatur von 2° C.  
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Abbildung 4.37:  Da s ellung  e  Funk i nen ΔUSVZu+Et(+CO2) i  ΦZu-ΦEt-ΔUSV-Raum 

bei T = 2° C;   - ΔUSVZu+Et (Gleichung (4.69); 

ΔUSVZu-Et-CO2 (Gleichung (4.72)),  - p = 1 bar;    - p = 2 bar 
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Abbildung 4.38  a: Funk i n ΔUSVZu+Et(+CO2) bei ΦEt = 3 m%, T = 2°C  

  ΔUSVZu+Et ΦZu);   ΔUSVZu+Et+CO2 ΦZu, p = 1 bar), 

 ΔUSVZu+Et+CO2 ΦZu, p = 2 bar) 

Funktion ΔUSVZu+Et(+CO2)  ei ΦZu = 4 m%, T = 2°C  

 ΔUSVZu+Et ΦEt);    ΔUSVZu+Et+CO2 ΦEt, p = 1 bar) 

 ΔUSVZu+Et+CO2 ΦEt, p = 2 bar) 

 : Funk i n ΔUSVZu+Et(+CO2) fü  ΦZu = 1  m%  ΦEt = 3  m%  

  ΔUSVZu+Et(T),   ΔUSVZu+Et+CO2 (p = 1 bar, T), 

 ΔUSVZu+Et+CO2 (p = 2 bar, T) 
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Zur Verdeutlichung des Verhaltens der Funktion (4.72) ist ihr Verlauf in Abhängigkeit von 

jeweils einem unabhängigen Parameter bei konstanten Werten der anderen 3 Parameter in 

Abbildung 4.38 a und b dargestellt. Die Funktion ΔUSVZu+Et+CO2(ФZu, ФEt, p, T) zeigt einen 

monoton steigenden Verlauf mit den  onzentrationswerten ФZu, ФEt und dem Druck p sowie 

einen monoton fallenden Verlauf mit der Temperatur T. 

4.3 Kalibriermodelle und Methoden zur Konzentrationsbestimmung 

4.3.1 Einteilung der untersuchten Gemische in Datensets 

Zum Vergleich der Genauigkeit einzelner Kalibriermodelle bzw. Methoden der 

Konzentrationsbestimmung dienen, wie bereits in Abschnitt 2.2.5 erläutert, die statistischen 

Parameter BIAS (systematische Abweichung), RMSEC (mittlere Abweichung) und SEC 

(Standardabweichung). Aufgrund der Art der Modellerstellung ist die Kreuzvalidierung 

(RMSECV) als Vergleichsparameter nicht für alle vorgestellten Kalibriermodelle anwendbar. 

Zur Ermittlung der Größen BIAS, RMSEC und SEC müssen die Residuen 

 
 (i),Zu)i(,Zu(i),Zue ˆ

 
  (4.73) 

 
 (i),Et)i(,Et(i),Ete ˆ

 
  (4.74) 

d. h. die Abweichungen der mit den in den nächsten Abschnitten vorgestellten Methoden zur 

Konzentrationsbestimmung berechneten Werte der Zucker- und Ethanolkonzentration   Zu, 

  Et  on den Referenzwerten ΦZu, ΦEt für bestimmte Gruppen oder Datensets von Gemischen 

bestimmt werden. Abbildung 4.39 zeigt die Einteilung in Datensets für Gemische ohne (a) 

und mit Kohlendioxidanteil (b) mit den durch die Symbole ,  und  markierten 

Massenanteilen ΦZu, ΦEt. (vgl. auch Abbildung 4.4, Abschnitt 4.1.2). 

Datenset 1 - Gemische im Niedrigkonzentrationsbereich, sowie Gemische mit 

Konzentrationen von Zucker und Ethanol im stöchiometrischen Verhältnis 

der Hefefermentation, Anzahl der Datensätze N = 21 (Abbildung 4.39 a, 

Symbole ). 

Datenset 2 - Gemische des Datensets 1, zusätzlich Gemische im 

Hochkonzentrationsbereich, N = 37 (Abbildung 4.39 a, Symbole  und ). 

Datenset 3 - Gemische der Datensets 1 und 2, zusätzlich binäre Gemische, N = 50 

(Symbole ,  und , Abbildung 4.39 a). 
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Abbildung 4.39:  Einteilung der untersuchten Gemische in Datensets mit jeweiliger Anzahl N 

 der Messdatensätze 

  a. Gemische ohne Kohlendioxidanteil  

   - Datenset 1, N =21;  

  + - Datenset 2, N = 37;  

  ++ - Datenset 3, N = 50 

  b. Gemische mit Kohlendioxidanteil  

   - Datenset 4, N = 33;  

  + - Datenset 5, N = 54;  

  ++ - Datenset 6, N = 84 

Gemische mit Kohlendioxidanteil: 

Datenset 4 - Gemische mit Konzentrationen von Zucker und Ethanol im 

stöchiometrischen Verhältnis der Hefefermentation, N = 33 (Symbole , 

Abbildung 4.39 b). 

Datenset 5 - Gemische des Datensets 4, zusätzlich Gemische im 

Niedrigkonzentrationsbereich, N = 54 (Abbildung 4.39 b, Symbole  und 

). 

Datenset 6 - Gemische der Datensets 4 und 5, zusätzlich binäre Gemische, N = 84 

(Symbole ,  und , Abbildung 4.39 b). 

Die N Residuen eZu,(i), eEt,(i) eines Datensets bilden die Mengen 

 
),,,,( )(,)3(,)2(,)1(, eeeeE NZuZuZuZuZu    (4.75) 

 
),,,,( )(,)3(,)2(,)1(, eeeeE NEtEtEtEtEt    (4.76) 
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Sämtliche Kalibriermodelle für Gemische, die CO2 enthalten, wurden bezüglich des CO2-

Druckes, wie schon in Abschnitt 4.2, in Termen des Differenzdruckes zum 

Atmosphärendruck (Behälterüberdruckes) p erstellt. Die Datensets 4, 5 und 6 enthalten 

Fluidgemische, deren Daten bei Behälterüberdrucken von 1 und 2 bar aufgenommen 

wurden. In die Datensets 5 und 6 wurden zusätzlich Gemische ohne CO2-Anteil 

aufgenommen. Die Gemische des Niedrigkonzentrationsbereiches (Symbole  in 

Abbildung 4.39 b) wurden ausschließlich ohne CO2-Anteil gemessen, und dienen lediglich 

der Datenhomogenisierung zur Optimierung der Modellerstellung bei der PCR- und PLS-

Analyse. Bei den Methoden der Konzentrationsbestimmung durch Messung der 

Schallgeschwindigkeit bei 2 Temperaturen sowie der Messung der Kompressibilität und 

Dichte (Abschnitte 4.3.2 und 4.3.4) wurden die Datensets nur zur Modellvalidierung, bei 

der PCR- bzw. PLS-Methode (Abschnitt 4.3.3) auch als Kalibriersets zur Modellerstellung 

benutzt. Die Datensets 1 bis 3 bzw. 4 bis 6 wurden in ihrer Abfolge so gewählt, dass sie 

jeweils einen größer werdenden Konzentrationsbereich der gelösten Komponenten 

abdecken. Bezogen auf die PLS-Methode soll damit die Frage geklärt werden, ob die 

Kalibrierung von Teilbereichen einen Vorteil gegenüber der Kalibrierung des ganzen 

interessierenden Konzentrationsbereiches erbringt bzw. ob die Einbeziehung binärer 

Gemische eine Verbesserung der Qualität der Kalibriermodelle bewirkt. 

4.3.2 Bestimmung der Konzentration der Komponenten Zucker und 

Ethanol durch Messung der Schallgeschwindigkeit bei 2 

Temperaturen 

Abbildung 4.40 zeigt eine Ebene konstanter Temperatur der Kalibrierfunktion ΔUSVZu+Et der 

Zucker+Ethanol-Komponente der Schallgeschwindigkeit ΔUSVZu+Et (Gleichung (4.69), 

Abschnitt 4.2). Die Höhenlinien der Funktion ΔUSVZu+Et (blaue Kurven) stellen 

Mannigfaltigkeiten möglicher Wertepaare (ΦZu, ΦEt) der Konzentrationen der Komponenten 

Zucker und Ethanol dar, die alle der gleichen Schallgeschwindigkeit ΔUSVZu+Et zugeordnet 

sind, d.h. Funktionen ΦZu(ΦEt, ΔUSVZu+Et = const., T = const.)  bzw. ΦEt(ΦZu, 

ΔUSVZu+Et = const., T = const.) repräsentieren. Wird bei einem Fluid mit unbekannten 

Konzentrationen von Zucker und Ethanol bei der Messung i eine Temperatur T(i) und ein 

bestimmter Wert der Zucker+Ethanol Schallgeschwindigkeitskomponente ΔUSVZu+Et,(i) 

gemessen, kommen alle Wertepaare (ΦZu, ΦEt) der Funktionen ΦZu(ΦEt, ΔUSVZu+Et,(i), T(i)) 

bzw. ΦEt(ΦZu, ΔUSVZu+Et,(i), T(i)) als mögliche Konzentrationswerte in Frage. Zwei 

Messungen bei zwei verschiedenen Temperaturen T(1)
 und T(2) ergeben zwei Werte 
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ΔUSVZu+Et,(1) und ΔUSVZu+Et,(2) mit den zugehörigen Funktionen ΦZu(ΦEt, ΔUSVZu+Et,(1), T(1)) 

und ΦZu(ΦEt, ΔUSVZu+Et,(2), T(2)) (analog für die Funktionen ΦEt(ΦZu)). 
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Abbildung 4.40: Ebene konstanter Temperatur (T = 25° C) der Kalibrierfunktion ΔUSVZu+Et 

 (Gleichung (4.69), Abschnitt 4.2); blaue Linien: Funk i nen ΦZu ΦEt) bzw. 

 ΦEt ΦZu   ei ΔUSVZu+Et = const. und T = 25° C = const.; 

 1 – ΦZu ΦEt  ΔUSVZu+Et = 30 m/s), 2 -  ΦEt  ΔUSVZu+Et = 40 m/s), 

 3 -  ΦEt  ΔUSVZu+Et = 50 m/s) 

Da die Zucker- und Ethanolkonzentration bei beiden Messungen gleich bleibt, gilt 

ΦZu,(1) = ΦZu,(2) und ΦEt,(1) = ΦEt,(2). 

 
),(),( )2()2,()2,()1()1,()1,( TUSVTUSV EtZuZuEtZuZu  

 
 (4.77) 

 

),(),( )2()2,()2,()1()1,()1,( TUSVTUSV EtZuEtEtZuEt  
 
 (4.78) 

In Abbildung 4.41 ist das Verfahren zur Konzentrationsbestimmung anhand des Beispiels 

zweier Messungen bei den Temperaturen T(1) = 2° C und T(2) = 30° C erläutert. 

Die Bestimmung des Zucker+Ethanol-Anteils  ΔUSVZu+Et aus der 

Gesamtschallgeschwindigkeit bei den Temperaturen T(1) und T(2) ergibt ΔUSVZu+Et,(1) = 50 m/s 

bzw. ΔUSVZu+Et,(2) = 35 m/s . Die zugehörigen Funktionen liegen auf den Ebenen 

ΔUSVZu+Et(ΦZu, ΦEt, T(1) = 2° C = const.) und ΔUSVZu+Et(ΦZu, ΦEt, T(2) = 30° C = const.). Die 

Konzentration der Komponenten Zucker und Ethanol im Probenfluid wird durch den 

Schnittpunkt der in die ΦZu-ΦEt-Ebene projizierten Funktionen f(1) = ФZu(ФEt, ΔUSVZu+Et,(1), 

T(1)) und f(2) = ФZu(ФEt, ΔUSVZu+Et,(2), T(2)) oder der jeweiligen Umkehrfunktionen ΦEt(ΦZu..) 

festgelegt (rote Pfeile). Im gezeigten Fall ist ФZu = 9,02 m% und ФEt = 1,85 m%. 
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Abbildung 4.41: Bestimmung der Zucker- und Ethanolkonzentration ternärer Gemische aus 

 dem Schnittpunkt zweier Funk i nen ФZu ФEt  ΔUSVZu+Et,(1), T(1)) bzw. 

 ФEt ФZu  ΔUSVZu+Et,(1), T(1)  ≡ f 1 , sowie ФZu ФEt  ΔUSVZu+Et,(2), T(2)) bzw. 

 ФEt ФZu  ΔUSVZu+Et,(2), T(2)) ≡ f 2   i  ΔUSVZu+Et,(1) = 50 m/s, T(1) = 2°C 

 und ΔUSVZu+Et,(2) = 35 m/s, T(2) = 30° C 

Die für das oben beschriebene Verfahren zur Konzentrationsbestimmung benötigten 

Funktionen ΦZu(ΦEt, ΔUSVZu+Et, T) bzw. ΦEt(ΦZu, ΔUSVZu+Et, T) können in Anlehnung an 

Gleichung (4.69), Abschnitt 4.2 durch einen polynomischen Ansatz approximiert werden, der 

alle möglichen Produkte der unabhängigen Variablen ΦEt (bzw. ΦZu), ΔUSVZu+Et und T bis 

zur 2. Potenz enthält: 
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  (4.80) 

In Dreistoffgemischen, die einen dem Behälterdruck und den Anteilen der Komponenten 

Zucker und Ethanol entsprechenden Gleichgewichtsanteil an solvatisiertem Kohlendioxid 
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enthalten, verursacht  Kohlendioxid einen eigenen, additiv wirkenden Anteil an der 

Gesamtschallgeschwindigkeit. Deshalb werden zur Konzentrationsbestimmung neue, 

gegenüber den Gleichungen (4.79) und (4.80) erweiterte Gleichungen 

ΦZu(ΦEt, ΔUSVZu+Et+CO2, p, T)  bzw. ΦEt(ΦZu, ΔUSVZu+Et+CO2,p, T) benötigt, die ähnlich wie 

im Ausdruck (4.72), Abschnitt 4.2 durch Anfügen aller möglichen Produkte der Variablen p, 

p2, T, T2, sowie p, p2
, ФEt, ФEt

2 bzw. p, p2
, ФZu, ФZu

2entstehen. 
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  (4.81) 
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  (4.82) 

Die Koeffizienten Pij, Qkl, Rmn, sowie Uij, Vkl, Wmn der Gleichungen (4.79) und (4.80) wurden 

analog zur Vorgehensweise bei der Erstellung der  alibrierfunktion ΔUSVZu+Et 

(Gleichungssystem (4.71), Abschnitt 4.2) durch multiple lineare Regression unter Einsetzen 

aller Messdatensätze {ΦZu,(i), ΦEt,(i), ΔUSVZu+Et,(i), T(i)} gewonnen (N > 400000). Das 

Gleichungssystem (4.83) erläutert die Methode am Beispiel der Funktion (4.79). 
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Zur Bestimmung der Koeffizienten von Gleichung (4.80) ergibt sich ein analoges 

Gleichungssystem. Bei der späteren Analyse der Funktionen (4.79) und (4.80) zeigte sich, 

dass diejenigen Terme, die die Koeffizienten Q02, Q22, R20, V02, V22 und W20 enthalten, ohne 

signifikante Änderung der Werte der Standardabweichung (SEC) vernachlässigt werden 

können. Die Werte für Pij, Qkl, Rmn, Uij, Vkl und Wmn sind in Tabelle A.5, Anhang A.4.1 

enthalten, wobei die Koeffizienten gleichartiger Terme zusammengefasst sind. Mit den 

Residuen (Vorhersagefehlern) eZu= Φ Zu- ΦZu für die mit Gleichung (4.79) ermittelten Werte 

Φ Zu ergibt sich eine Standardabweichung SEC = 0,098 m% und eine mittlere Abweichung 

BIAS = -2,3∙10-12 m% von den Referenzwerten. Für Gleichung (4.80) gilt SEC = 0,04 m% 

und BIAS =  -4,6∙10-13 m%. Die Koeffizienten der Gleichungen (4.81), (4.82) wurden unter 

Anwendung derselben Vorgehensweise wie bei Gleichung (4.79), (4.80) durch Einsetzen der 

Datensätze {ΦZu,(i), ΦEt,(i), ΔUSVZu-Et-CO2,(i), p(i), T(i)} (N ≈ 91000) und anschließende multiple 

lineare Regression bestimmt. Da die Messdaten über den gesamten Temperaturbereich nicht 

bei allen Messungen hinreichend homogen verteilt waren, wurden hierbei die Daten der 

Näherungspolynome ΔUSVZu+Et+CO2(ΦZu = const., ΦEt = const., p = const., T) verwendet.  
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Abbildung 4.42:  Funk i nen ΦZu ΦEt  ΔUSVZu+Et, T) (untere/linke Achse) 

  w. ΦEt ΦZu  ΔUSVZu+Et, T) (obere/rechte Achse) 

Gleichungen (4.79), (4.80): 

 ΦZu ΦEt, 36 m/s, 15° C);  ΦEt ΦZu, 45 m/s, 15° C); 

Gleichungen (4.81), (4.82): 

 ΦZu ΦEt, 47 m/s, 2 bar, 22° C);   ΦEt ΦZu, 49 m/s, 1 bar, 29° C) 

Neben denjenigen Termen, die die  oeffizienten  ‘02,  ‘22, R‘20, V‘02, V‘22 und W‘20 

enthalten, können bei dem Ausdrücken (4.81) und (4.82) auch die den Koeffizienten S00, S21, 
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S22, X00, X12, X21 und X22 zugeordneten Terme vernachlässigt werden, da ihre Streichung den 

SEC-Wert nicht wesentlich beeinflusst (Koeffizienten siehe Tabelle A.6, Anhang A.4.1) 

Für die Vorhersagefehler eZu = Φ Zu- ΦZu der nach Funktion (4.81) unter Verwendung der 

Koeffizienten aus Tabelle A.6 bestimmten Werte Φ Zu in Bezug auf die Referenzdaten ΦZu 

ergibt sich BIAS = 1,3·10-11 m% und SEC = 0,14 m%. Für die entsprechenden mit der 

Funktion (4.82) ermittelten Werte Φ Et  gilt BIAS = 4,8·10-12 m% und SEC = 0,046 m%. 

Die durch Einsetzen der Werte aus Tabelle A.5 und Tabelle A.6 in die Gleichungen (4.79) bis 

(4.82) entstandenen Funktionen ΦZu(ΦEt) und ΦEt(ΦZu) sind in der Abbildung 4.42 für ver-

schiedene Werte  on ΔUSVZu+Et und verschiedene Temperaturen dargestellt 

Abbildung 4.43 zeigt Beispiele der Konzentrationsbestimmung durch grafische Ermittlung 

des Schnittpunktes (vgl. Abbildung 4.41) zweier Funktionen ФZu(ФEt, ΔUSVZu+Et,(1), T(1)), 

ФZu(ФEt, ΔUSVZu+Et,(2), T(2)) für ternäre Gemische ohne Kohlendioxidanteil bzw. 

ФZu(ФEt, ΔUSVZu+Et+CO2,(1), p(1), T(1)), ФZu(ФEt, ΔUSVZu+Et+CO2,(2), p(2), T(2) ) für Gemische mit 

 ohlendioxidanteil, sowie der entsprechenden Umkehrfunktionen ΦEt(ΦZu….). 

Die  onzentrationen ФS (S =  Zu, Et) der gelösten Substanzen Zucker und Ethanol bleiben bei 

zwei Messungen der Schallgeschwindigkeit im selben Probenfluid bei den Temperaturen T(1) 

und T(2) gleich: 

 
),(),( )2()2,()2,()1()1,()1,( TUSVTUSV EtZuSEtZuS  

  (4.84) 

Daraus ergibt sich 

 
0)1,()2,(  SS

  (4.85) 

Unter Einsetzen der rechten Seiten der Gleichungen (4.79) bzw. (4.80) in (4.85) entstehen 

quadratische Gleichungen 
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Die Lösung dieser Gleichungen ist gegeben durch den Ausdruck [52] 
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Im Fall S =   Zucker lauten die Größen a, b und c 
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Abbildung 4.43: Konzentrationsbestimmung durch Bestimmung des Schnittpunktes der 

Funktionen 

 a. ΦZu(ΦEt, ΔUSV(i), T(i)). Referenz: ΦZu=5.9 m%, ΦEt=1 m% 

  ΦZu(ΦEt, 28.28 m/s, 6° C),  ΦZu(ΦEt, 23.23 m/s, 21° C) 

 b. ΦEt(ΦZu, ΔUSV(i), T(i)). Referenz: ΦZu=5.7 m%, ΦEt=4 m%; 

  ΦZu(ΦEt, 55.05 m/s, 9° C),  ΦZu(ΦEt, 44.82 m/s, 21° C) 

 c. ФZu(ФEt, ΔUSVZu+Et+CO2, p, T), Referenz: ФZu=7.9 m%,ФEt=1 m%; 

  ФEt(ФZu, 44.56 m/s, 1 bar, 2° C), ФEt(ФZu, 28.87 m/s, 1 bar, 30° C) 

 d. ФEt(ФZu, ΔUSVZu+Et+CO2, p, T), Ref.: ФZu=1.6 m%, ФEt=6 m%, 

  ФEt(ФZu, 71.06 m/s, 2 bar, 7° C), ФEt(ФZu, 43.82 m/s, 2 bar, 29° C) 

sowie 
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  (4.91) 

Die Ausdrücke für die Größen aEt, bEt und cEt sind völlig äquivalent zu den Ausdrücken 

(4.88), (4.89) und (4.90), wobei lediglich die Größen Pij, Qij, Rij durch die Größen Uij, Vij, Wij 

ersetzt werden. Bei einer bestimmten Temperaturkombination T1, T2 mit den 

Schallgeschwindigkeitskomponenten ΔUSVZu+Et,(1) und ΔUSVZu+Et,(2) kann der 

Konzentrationswert ΦZu mit Gleichung (4.87), und ΦEt durch Einsetzen dieses Wertes in 

Gleichung (4.80) bestimmt werden (analog ΦEt aus Gleichung (4.87) und ΦZu aus Gleichung 

(4.79)). Für Gemische mit Kohlendioxidanteil werden zu den Ausdrücken (4.85) bis (4.91) 

analoge Beziehungen aus den Gleichungen (4.81), (4.82) entwickelt. In Tabelle 4.6 sind 

einige Beispiele für das oben beschriebene Verfahren zur Konzentrationsbestimmung 

zusammengestellt. Zur Steigerung der  enauigkeit wurden die  onzentrationswerte ФZu, ФEt 

sowohl aus den Funktionen ФZu(ФEt) als auch aus den Funktionen ФEt(ФZu) gewonnen, und 

das arithmetische Mittel der beiden Ergebnisse bestimmt. 

Die statistischen Parameter BIAS (systematische Abweichung), RMSEC (mittlerer Fehler) 

und SEC (Standardabweichung) stellen ein Maß für die Güte der Kalibriermodelle bzw. die 

Genauigkeit der Konzentrationsbestimmung dar (Abschnitt 2.2.5). Sie wurden deshalb für die 

Mengen EZu, EEt (Gleichungen (4.75), (4.76)) der Abweichungen eZu, eEt (Residuen, [32]) der 

theoretisch ermittelten Konzentrationswerte Φ       , Φ        on den Referenzwerten ФZu,(i), 

ФEt,(i) der  omponenten Zucker, Ethanol in  ruppen  on  emischen i = 1,2,…,N für die 

Datensets 1, 2, 3, 4 und 6 (Abschnitt 4.3.1) untersucht. Da die Modelle (4.81) und (4.82) für 

Behälterüberdrucke von 1 und 2 bar optimiert wurden, entfallen bei Datenset 6 Gemische im 
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Niedrigkonzentrationsbereich, die nicht bei diesen Drucken gemessen wurden  

(Abbildung 4.39 b, Symbole ). 

Tabelle 4.6: Konzentrationsbestimmung in Dreistoffgemischen 

Gemische ohne Kohlendioxidanteil 

Referenz 
[m%] 

T 
[° C] 

ΔUSVZu+Et 
[m/s] 

Konz. bestimmung 
[m%] Abweichung [m%] 

ΦZu ΦEt (1) (2) (1) (2) Φ Zu Φ Et eZu eEt 

5,9 1 2 30 30,09 20,96 5,77 1,09 -0,13 0,09 
14 2 5 25 67,99 53,85 14,08 1,84 0,08 -0,16 
1,7 4 10 20 41,53 34,26 1,44 4,13 -0,26 0,13 
3,7 5 2 30 67,05 40,08 3,55 5,04 -0,15 0,04 
1,6 6 2 30 72,65 41,52 1,44 6,09 -0,16 0,09 

11,9 1 2 30 50,13 40,52 11,89 1,01 -0,01 0,01 

Gemische mit Kohlendioxidanteil 

Referenz 
[m%] 

T 
[° C] 

p [bar] ΔUSVZu+Et+CO2 
[m/s] 

Konz. bestimmung 
[m%] Abweichung [m%] 

ФZu ФEt (1) (2)  (1) (2) Φ Zu Φ Et eZu eEt 

5,9 1 2 30 1 35,72 22,23 6,01 1,00 0,11 0,00 
1,7 4 5 25 1 50,07 32,33 1,90 3,92 0,20 -0,08 
9,9 2 12 17 2 52,25 48,22 10,30 1,83 0,40 -0,17 
1,6 6 2 30 2 80,18 42,90 1,89 5,91 0,29 -0,09 
7,9 2 5 25 1 51,57 36,34 7,74 2,04 -0,16 0,04 

11,9 1 2 30 1 57,37 40,65 12,43 0,82 0,53 -0,18 
 

Tabelle 4.7 und Tabelle 4.8 zeigen jeweils die BIAS-, RMSEC- und SEC-Werte für die 

Konzentrationsbestimmung bei verschiedenen Temperaturkombinationen T1, T2. Weiterhin 

wurde die Konzentration als Mittelwert der jeweiligen Ergebnisse der 

Konzentrationsbestimmung aller im Temperaturintervall 2° C bis 30° C möglichen 

ganzzahligen Temperaturkombinationen (406 Werte) ermittelt, und die statistischen 

Parameter BIAS, RMSEC, SEC ebenfalls dargestellt (Rubrik „Alle“). Als Modell eines 

Messarrays mit 7 Schallgeschwindigkeits-Messkammern unterschiedlicher Temperatur wurde 

der Mittelwert der  onzentrationen ФZu, ФEt aus allen möglichen Kombinationen der 

Temperaturen 2° C, 5° C, 10° C, 15° C, 20° C, 25° C und 30° C ermittelt („Array“). 
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Tabelle 4.7: Systematische Abweichung (BIAS), mittlerer Fehler (RMSEC) und 

Standardabweichung (SEC) der Residuen der oben beschriebenen Methode 

zur Konzentrationsbestimmung für die Datensets 1 bis 3 (siehe Text) 

Daten- 
set 

 
ΦZu ΦEt 

[° C] [m%] [m%] 

T1 T2 BIAS RMSEC SEC BIAS RMSEC SEC 

1 
 

(N =21) 

2 30 0,003 0,609 0,657 0,005 0,209 0,215 

5 25 0,11 0,595 0,599 -0,03 0,203 0,205 

10 20 0,20 0,604 0,585 -0,07 0,208 0,202 

12 17 0,55 1,051 0,916 0,08 0,356 0,355 

2 10 -0,36 1,021 0,977 0,41 0,320 0,349 

20 30 0,05 0,948 0,970 -0,02 0,370 0,379 

Alle 0,06 0,549 0,559 -0,03 0,189 0,192 
Array 0,01 0,556 0,570 -0,005 0,193 0,198 

2 
 

(N = 37) 

2 30 -0,15 0,869 0,868 -0,17 0,495 0,470 
5 25 0,14 0,952 0,955 -0,29 0,648 0,587 
10 20 0,34 1,059 1,016 -0,38 0,780 0,689 
12 17 0,64 1,314 1,161 -0,16 0,853 0,700 
2 10 -1,23 2,126 1,757 0,54 0,700 0,452 
20 30 -0,12 1,074 1,082 -0,19 0,535 0,509 

Alle -0,006 0,863 0,875 -0,25 0,542 0,591 
Array -0,006 0,863 0,875 -0,25 0,542 0,591 

3 
 

(N = 50) 

2 30 0,07 0,951 0,958 -0,19 0,453 0,415 
5 25 0,28 0,946 0,913 -0,28 0,575 0,507 

10 20 0,42 1,005 0,920 -0,35 0,687 0,599 

12 17 0,57 1,202 1,068 -0,10 0,596 0,594 

2 10 -1,00 1,918 1,656 0,47 0,642 0,439 

20 30 0,25 1,485 1,479 -0,27 0,613 0,554 

Alle 0,15 0,889 0,886 -0,25 0,529 0,472 
Array 0,06 0,899 0,907 -0,21 0,487 0,444 
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Tabelle 4.8: BIAS (systematischer Fehler), RMSEC (mittlerer Fehler) und SEC 

(Standardabweichung) der Residuen (4.73) und (4.74) der 

Konzentrationsbestimmung verschiedene Messtemperaturen T1, T2 für 

Gemische mit Kohlendioxidanteil (Datensets 4, 6.). 

Daten- 
set 

 
ΦZu ΦEt 

[° C] [m%] [m%] 
T1 T2 BIAS RMSEC SEC BIAS RMSEC SEC 

4 
 

(N = 33) 

2 30 -0,23 0,667 0,637 0,08 0,221 0,208 
5 25 0,004 0,616 0,626 -0,003 0,206 0,209 

10 20 0,36 0,897 0,835 -0,13 0,316 0,292 
12 17 0,52 0,924 0,777 -0,19 0,337 0,282 
2 10 -0,61 1,413 1,297 0,18 0,447 0,414 

20 30 -0,39 0,930 0,860 0,15 0,362 0,333 
Alle -0,11 0,591 0,589 0,02 0,190 0,192 

 
Array -0,28 0,768 0,725 0,09 0,243 0,231 

6 
 

(N = 84) 

2 30 0,09 0,868 0,872 -0,06 0,342 0,340 
5 25 0,25 0,756 0,720 -0,12 0,332 0,312 

10 20 0,46 0,886 0,764 -0,20 0,368 0,312 
12 17 0,57 0,910 0,721 -0,24 0,398 0,322 
2 10 -0,22 1,459 1,458 0,05 0,476 0,479 

20 30 0,03 1,295 1,308 -0,03 0,554 0,558 
Alle 0,17 0,768 0,756 -0,11 0,334 0,318 

Array 0,05 0,876 0,884 -0,06 0,351 0,349 

 

Wie aus Tabelle 4.7 ersichtlich wird, zeigt die Konzentrationsbestimmung nach dem oben 

beschriebenen Verfahren bei großen Abständen ΔT = T2 – T1 der Messtemperaturen  

(T1 = 2° C, T2 = 30° C und T1 = 5° C, T2 = 25° C) die geringsten Abweichungen. Eine 

Mittelung über die Resultate der Konzentrationsbestimmung mehrerer 

Temperaturkombinationen („Alle“, „Array“) liefert keine zusätzliche signifikante 

Verbesserung der Ergebnisse. 
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4.3.3 Direkte Modellerstellung für die Zucker- und Ethanolkonzentration 

durch Hauptkomponenten- bzw. PLS-Analyse 

Eine erste Anwendung der Hauptkomponenten- bzw. PLS-Analyse auf die Zucker-Ethanol-

Bestimmung wurde von D. Krause [80] unter Mitarbeit des Autors der vorliegenden 

Dissertation durchgeführt. Zur Durchführung der in Abschnitt 2.2 beschriebenen 

multivariaten Kalibrationsverfahren der PCA- und der PLS-Analyse wurde die 

Messwertmatrix X aus den Werten der Zucker+Ethanol- omponente ΔUSVZu+Et der 

Schallgeschwindigkeit bei ganzzahligen Temperaturen im Temperaturbereich von 2° C bis 

30°C in 1 Grad Schritten für alle N betrachteten Gemische des jeweiligen Datensets gebildet. 
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Als Referenzwerte (abhängige Variable) wurden die (bekannten)  onzentrationswerte ΦZu, 

ΦEt der Komponenten Zucker und Ethanol der standardisierten Gemische verwendet, aus 

denen sich die Vektoren y1 und y2 zusammensetzen 
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Die Datensets 1 bis 6 wurden sowohl als Kalibriersets zur Modellerstellung als auch zur 

Modellvalidierung verwendet. Die Messwertmatrizen X für Gemische mit Kohlendioxidanteil 

wurden in Analogie zur Vorgehensweise bei Gemischen ohne Kohlendioxidanteil aus den 

Schallgeschwindigkeitsanteilen ΔUSVZu+Et+CO2 im selben, in 1 Grad Schritten unterteilten 

Temperaturbereich gebildet. Als neuer Messparameter wurde der Behälterüberdruck bis zur 

zweiten Potenz eingefügt. 
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Die zugehörigen Vektoren y1, y2 entsprechen dem Ausdruck (4.93). Aus den autoskalierten 

Spalten der den jeweiligen Kalibriersets zugeordneten Matrizen X bzw. Vektoren y(1), y(2) 

wurden die neuen, autoskalierten Matrizen bzw. Vektoren Xs, y1s, ys2s samt ihren 

Spaltenmittelwerten und -standardabweichungen gebildet. Daraus wurden die Vektoren der 

Regressionskoeffizienten b1 und b2 sowohl mit der Methode der 

Hauptkomponentenregression (PCR, Abschnitt 2.2.2.2) als auch mit der Partial Least 

Squares- (PLS-) Regression (Abschnitt 2.2.3) bestimmt. Die Hauptkomponentenregression 

wurde dabei unter Verwendung der bei der Singulärwertzerlegung der Matrix Xs gefundenen 

Matrizen Us, Ss und Vs durchgeführt. Die Bestimmung der PLS-Komponenten erfolgte im 

NIPALS-Algorithmus (Abschnitt 2.2.3, [32, 39]) in Form einer PLS 1-Analyse. 

4.3.3.1 Bestimmung der Anzahl relevanter Haupt- bzw. PLS-Komponenten 

Zur Bestimmung der zur Modelloptimierung erforderlichen Anzahl an Haupt- bzw. PLS-

Komponenten für die Datensets 1 bis 6 wurde für die Hauptkomponentenanalyse der 

Scree-plot (Abschnitt 2.2.4, [40]) der jeweiligen Matrizen Ss erstellt, sowie für die 

Hauptkomponenten- und die PLS-Analyse eine Kreuzvalidierung (Abschnitt 2.2.4, [41]) 

durchgeführt. Abbildung 4.44 zeigt den Scree-Plot der aus den Matrizen Ss der Datensets 1 

bis 6 bestimmten verbleibenden Restvarianzen  in Abhängigkeit von der Zahl der 

Hauptkomponenten.  
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Abbildung 4.44: Restvarianz (logarithmisch aufgetragen) für die Datensets 1 bis 6; 

 Gemische ohne CO2-Anteil (links): 

  - Datenset 1,  - Datenset 2,  - Datenset 3; 

 Gemische mit CO2-Anteil (rechts): 

  - Datenset 4,  - Datenset 5,  - Datenset 6 
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Bei den Datensets 1,2 und 3 (Abbildung 4.44, links) zeigt sich das charakteristische 

Abknicken des scree-plots bereits bei der zweiten Hauptkomponente, d.h. die strukturelle 

Information der jeweiligen Datenfelder Xs kann durch zwei Hauptkomponenten fast 

vollständig erfasst werden. Zur Beschreibung des Verhaltens der Fluidgemische mit  

CO2-Anteil (Datensets 4, 5, 6; Abbildung 4.44, rechts) werden 3 bzw. 4 Hauptkomponenten 

benötigt. 

Zur Verdeutlichung sind in Tabelle 4.9 die jeweilige Gesamtvarianz, sowie die Anzahl der 

Hauptkomponenten, die verbleibende Restvarianz und die erfasste Varianz (in Prozent) am 

Knick des Scree-plots zusammengestellt. 

Tabelle 4.9:  Gesamtvarianz; Zahl der Hauptkomponenten, verbleibende Restvarianz und 

 erfasste Varianz am Knick des Scree-plots (Abbildung 4.44) bei den 

 Datensets 1 bis 6 

 

Abbildung 4.45 zeigt die mit Hilfe der Programme MVARTOOLS und MatLab ermittelte 

Wurzel des mittleren quadratischen Fehlers bei der Kreuzvalidierung (RMSECV) der 

Variablen y1 und y2 der Datensets 1 bis 6 für die Hauptkomponentenregression (PCR) , sowie 

für die Partial Least Squares Analyse in Abhängigkeit  von der Zahl der Haupt- bzw. PLS-

Komponenten. In Tabelle 4.10 ist die jeweilige, zum Minimum der Wurzel des mittleren 

quadratischen Fehlers bei der Kreuzvalidierung (RMSECV) gehörige Anzahl an Haupt- bzw. 

PLS-Komponenten für die Komponenten y1 und y2 aller Datensets sowie der zugehörige 

Werte RMSECVMin zusammengestellt. Wie deutlich zu erkennen ist, werden sowohl bei der 

PCR- als auch bei der PLS-Methode nahezu dieselben Werte für RMSECVMin erreicht, wobei 

aber die PLS-Methode mit wesentlich weniger Komponenten auskommt. Wie aus Tabelle 4.9 

und Tabelle 4.10 hervorgeht, weichen die mit der Scree-plot und der  

 

Datenset Gesamtvarianz 
Anzahl 
Haupt- 

komponenten 
Restvarianz Erfasste 

Varianz [%] 

1 580 2 0,0444 99,992 

2 1044 2 0,0319 99,997 

3 1421 2 0,0360 99,998 

4 992 3 0,4461 99,955 

5 1643 4 0,3941 99,976 

6 2573 4 0,3532 99,986 
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Abbildung 4.45 Wurzel des mittleren quadratischer Fehlers bei der Kreuzvalidierung 

 (RMSECV) der Datensets 1,2,3 (Teilabbildungen a, b, c, d) und 

 4,5,6 (Teilabbildungen e, f, g, h) für die Komponenten y1(  ΦZu) und 

 y2 (  ΦEt) in Abhängigkeit von der Anzahl der verwendeten Haupt- bzw. 

 PLS-Komponenten; 

   - Datenset 1,  - Datenset 2,  - Datenset 3, 

  - Datenset 4, - Datenset 5,  - Datenset 6 
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Kreuzvalidierungsmethode ermittelten Zahlen an relevanten Komponenten teilweise erheblich 

voneinander ab. 

Tabelle 4.10: Notwendige Anzahl an Hauptkomponenten zur Minimierung der Quadratwurzel 

 des mittleren quadratischen Fehlers (RMSECV) bei der Kreuzvalidierung. 

 

Da die Methode der Kreuzkorrelation allgemein als zuverlässiger angesehen wird, und sowohl 

für die PCR- als auch für die PLS-Methode anwendbar ist, wurden die mit diesem Verfahren 

bestimmten Komponentenzahlen zur Modellerstellung verwendet. 

4.3.3.2 Modellerstellung und -validierung 

Mit der durch die Kreuzvalidierung festgelegten Anzahl an Haupt- bzw. PLS-Komponenten 

(Abschnitt 4.3.3.1) wurden die zugehörigen Regressionskoeffizienten mit der PCR- bzw. 

PLS-Methode (Abschnitte 2.2.2.1, 2.2.2.2 und 2.2.3) bestimmt. Dabei wurde für jedes 

y1  (=  ΦZu ) 

Datenset 

PCR PLS 

Komponenten 
(RMSECVMin) 

RMSECVMin 
Komponenten 
(RMSECVMin) 

RMSECVMin 

1 5 0,576 3 0,576 

2 9 0,763 3 0,785 

3 10 0,719 3 0,727 

4 3 0,564 3 0,564 

5 11 0,711 4 0,783 

6 11 0,653 5 0,693 

y2  (      ) 

Datenset 

PCR PLS 

Komponenten 
(RMSECVMin) 

RMSECVMin 
Komponenten 
(RMSECVMin) 

RMSECVMin 

1 5 0,227 3 0,226 

2 8 0,221 3 0,233 

3 6 0,215 3 0,223 

4 3 0,191 3 0,192 

5 13 0,277 12 0,276 

6 18 0,285 6 0,288 
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Datenset jeweils die gleiche Anzahl Komponenten zur Berechnung der y1- und der y2-

Variable verwendet. In Tabelle A.7 bis Tabelle A.12, Anhang A.4.2 sind die PLS-

Regressionskoeffizienten für die Datensets 1 bis 6 zusammengestellt. Mit den Elementen b1j 

und b2j der Koeffizientenvektoren b1 und b2 lassen sich die Werte y1(i)    Φ Zu,(i) bzw.  

y2(i)    Φ Et,(i) für die Messung i aus der Messwertmatrix Xij zu 

  
Xb2Xb2Xb2b2Φy2

Xb1Xb1Xb1b1Φy1

i2929i22i110(i)Et,(i)

i2929i22i110(i)Zu,(i)









ˆ

ˆ

 
 (4.95) 

bestimmen. Mit den jeweils zugehörigen Regressionskoeffizienten wurden die Werte y1, y2  

Tabelle 4.11:  Nach der PLS1-Methode bestimmte Konzentrationswerte   Zu,    Et und 

 Residuen eZu, eEt für die Datensets 1 bis 6 

Datenset 
Referenz [m%] p [bar] Konz. Bestimmung [m%] Abweichung [m%] 
ФZu ФEt  Φ Zu Φ Et eZu eEt 

1 

5.9 1 0 5,69 1,08 -0,21 0,08 
7.9 2 0 8,17 1,89 0,27 -0,11 
1.7 4 0 2,07 3,86 0,37 -0,14 
1.6 6 0 1,20 6,24 -0,41 0,24 

2 

14 2 0 13,68 2,18 -0,32 0,18 
14 6 0 13,90 6,12 -0,10 0,12 
12 4 0 11,74 3,98 -0,26 -0,02 
8 6 0 7,86 5,94 -0,14 -0,07 

3 

9.9 2 0 9,56 2,02 -0,35 0,02 
12 2 0 12,28 1,90 0,28 -0,10 
4 0 0 4,29 -0,01 0,29 -0,01 
0 2 0 0,50 1,82 0,50 -0,18 

4 

3.9 2 1 3,52 2,13 -0,38 0,13 
5.9 2 1 6,00 1,88 0,10 -0,12 

11.9 1 2 11,66 1,15 -0,24 0,15 
7.9 2 2 7,75 1,96 -0,15 -0,04 

5 

5.8 3 1 5,50 2,97 -0,30 -0,03 
5.9 2 1 6,07 1,95 0,17 -0,05 
7.9 2 2 7,79 1,97 -0,11 -0,03 
5.7 4 2 5,32 4,07 -0,38 0,07 

6 

1.7 5 1 1,47 5,21 -0,23 0,21 
5.9 1 2 5,92 0,99 0,02 -0,01 

4 0 1 4,05 0,06 0,05 0,06 
0 1 1 0,14 1,09 0,14 0,09 
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bzw. Φ Zu,   Et für sämtliche Datensätze der Datensets 1 bis 6, und für jeden Datensatz i die 

Abweichungen eZu, eEt (Gleichungen (4.73), (4.74)) zu den Referenzwerten (Residuen) 

bestimmt. Tabelle 4.11 enthält einige ausgewählte Beispiele der Konzentrationsbestimmung 

nach der PLS1-Methode an binären und ternären Gemischen für die mit den Datensets 1 bis 6 

erstellten Kalibriermodelle. 

Die Werte der Residuen eZu, (i) und eEt, (i) bilden für jedes Datenset jeweils die Mengen EZu und 

EEt. In Tabelle 4.12 sind die Anzahl der verwendeten PCR- bzw. PLS-Komponenten, der 

mittlere Fehler (RMSEC) und der Standardfehler der Residuen (SEC) für EZu und EEt 

angegeben. Der systematische Fehler (BIAS) bewegt sich bei einer Größenordnung von 

10-14 m%, und ist deshalb  vernachlässigbar klein. 

Tabelle 4.12: Anzahl der PCR- bzw. PLS-Komponenten, systematischer Fehler (BIAS), 

 mittlerer Fehler (RMSEC), Standardfehler (SEC) der Mengen EZu, EEt 

 ΦZu (  y(1)) -Bestimmung 

Datenset Anzahl 
Datensätze 

Anzahl 
Komponenten 

RMSEC 
[m%] 

SEC 
[m%] 

 N PCR PLS PCR PLS PCR PLS 

1 21 3 3 0,462 0,355 0,473 0,364 

2 37 8 3 0,620 0,574 0,629 0,581 

3 50 6 3 0,640 0,552 0,646 0,557 

4 33 3 3 0,488 0,488 0,496 0,496 

5 54 11 4 0,511 0,530 0,516 0,535 

6 84 11 6 0,545 0,507 0,548 0,510 
 ΦEt (  y(2)) -Bestimmung 

Datenset Anzahl 
Datensätze 

Anzahl 
Komponenten 

RMSEC 
[m%] 

SEC 
[m%] 

 N PCR PLS PCR PLS PCR PLS 

1 21 3 3 0,179 0,132 0,184 0,135 

2 37 8 3 0,185 0,168 0,187 0,170 

3 50 6 3 0,190 0,166 0,192 0,168 

4 33 3 3 0,168 0,168 0,171 0,171 

5 54 11 4 0,183 0,193 0,184 0,195 

6 84 11 6 0,242 0,225 0,244 0,227 
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Abbildung 4.46:  Nach Gl. (4.96) bestimmte Wahrscheinlichkeitsdichte P(j) der Residuen eZu 

 (links) und eEt (rechts), der mit der PCR-  und der PLS-Methode ermittelten 

 Kalibrierfunktionen der Datensets 1, 2, 3 (Teilabbildungen a, b, c, d), , 

 und 4, 5, 6 (Teilabbildungen e, f, g, h); 

  - Datenset 1,  - Datenset 2,  - Datenset 3,  

  - Datenset 4,  - Datenset 5,  - Datenset 6 
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Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen P(eZu) und P(eEt) der Mengen EZu und EEt geben die 

Wahrscheinlichkeit für das Auftreten bestimmter Werte eZu, eEt bzw. für das Auftreten von 

Werten in bestimmten Wertebereichen von eZu oder eEt an. In Abbildung 4.46 sind die 

Funktionen P(eZu) und P(eEt) der Datensets 1, 2 und 3 bzw. 4, 5 und 6 für verschiedene 

Größenbereiche der Residuen eZu und eEt, die durch gestrichelte Linien markiert sind, in Form 

von Histogrammen dargestellt. 

Der Wert der Wahrscheinlichkeitsdichte im jeweiligen Bereich (Höhe des 

Histogrammbalkens) ist gegeben durch 

 eN

jn
jP
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  (4.96) 

 mit n(j) – Zahl der im Bereich j liegenden Werte von e, N – Gesamtzahl der e-Werte,  

Δe – Bereichsbreite. 

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung ist über den gesamten Streubereich von e normiert 
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Zur besseren Vergleichbarkeit der Wahrscheinlichkeitsverteilungen sind die 

Histogrammbalken der Datensets 1, 2, 3 bzw. 4, 5, 6 gemeinsam nebeneinander in die 

jeweiligen Streubereiche (gestrichelte Linien) eingezeichnet. 

Wie aus Abbildung 4.46 sowie aus den Werten der mittleren Abweichung RMSEC und des 

Standardfehlers der Residuen SEC in Tabelle 4.12 deutlich wird, ist die Streubreite der Werte 

eEt wesentlich geringer als die Breite der Werte eZu. Deutlich wird dies auch an den 

kontinuierlichen Funktionen Ρ(eZu) und Ρ(eEt) der Wahrscheinlichkeitsdichte der den Mengen 

EZu und EEt jeweils am nächsten kommenden Normalverteilungen (Abbildung 4.47), die durch 

den Ausdruck 
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gegeben ist (μ – Erwartungswert    Kurvenmaximum). 

Aus Tabelle 4.12 geht weiterhin hervor, dass die RMSEC- und SEC-Werte für die nach der 

PLS-Methode bestimmten Kalibrierfunktionen weitgehend kleiner sind als bei der  

PCR-Methode. Die PLS-Regressionsmethode scheint deshalb besser für die hier vorliegende  
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Abbildung 4.47: Kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsdichteverteilungen P(eZu), P(eEt) 

  - Datenset 1, - Datenset 2,  - Datenset 3 

Problemstellung der Zucker-Ethanol-Bestimmung im untersuchten Konzentrationsbereich 

geeignet zu sein als die Hauptkoordinatentransformation mit anschließender 

Hauptkoordinatenregression. Der Vergleich der SEC-Werte für die Datensets 1, 2, 3 bzw. 4, 

5, 6 zeigt, dass die Modellierung mit Gruppen von Gemischen in Teilbereichen des 

untersuchten ΦZu-ΦEt-Konzentrationsbereiches (Datensets 1 und 4) die Qualität der 

Kalibriermodelle gegenüber einer Modellierung in einem größeren Konzentrationsbereich 

(Datensets 2, 3, 5, 6) verbessert. Eine geringfügige Verbesserung der Standardabweichung 

wird auch durch die Aufnahme binärer Gemische in die Kalibriermodelle (Datensets 3, 6) 

erreicht. 

4.3.3.3 Variation der Anzahl und Struktur der Messvariablen 

Zur Analyse des Einflusses der Anzahl m und der Struktur der in der Messwertmatrix X 

enthaltenen Messvariablen auf die Güte der mit der PCR- und PLS-Methode erstellten 

Kalibriermodelle, d.h. auf die Werte der statistischen Variablen BIAS, RMSEC und SEC 

wurde X, wie im folgenden beschrieben, modifiziert: 

I. Der Satz der in der Matrix X enthaltenen Messdaten ΔUSVZu+Et wurde durch Ersetzen 

des 1°C-Rasters der Temperatur durch 0,5°C-Temperaturschritte erweitert. Der 

Zeilenvektor der Matrix X ergibt sich dann zu  

x = (ΔUSVZu+Et (2°C), ΔUSVZu+Et (2,5° C), ΔUSVZu+Et (3°C),… ΔUSVZu+Et (30°C)). 
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II. Der Satz der Messdaten wurde reduziert auf die Werte  on ΔUSVZu+Et bei den 

Temperaturen 2°C, 5°C, 10° C, 15°C, 20°C, 25°C und 30° C. 

III. Die Messwerte der Zucker+Ethanol- omponente ΔUSVZu+Et der 

Schallgeschwindigkeit bei den Temperaturen 1°C, 2°C,…,30°C wurden durch die 

Werte der Dichte ρ bei den entsprechenden Temperaturen ergänzt. 
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IV. Analog zur Vorgehensweise in Abschnitt III wurde der reduzierte Datensatz aus 

Abschnitt II mit den entsprechenden Dichtewerten erweitert. 

Tabelle 4.13:  Mittlerer Fehler (RMSEC) und Standardfehler(SEC) der Residuen eZu, eEt 

 der mit den Modifikationen I bis IV des Datensets 1 (N =21) 

 erstellten Kalibriermodelle 

ΦZu (   y(1))-Bestimmung 

Modi- 
fikation 

Anzahl 
Komponenten 

RMSEC [m%] SEC [m%] 

 PCR PLS PCR PLS PCR PLS 

keine 3 3 0,462 0,355 0,473 0,364 

I 4 3 0,416 0,314 0,426 0,321 

II 5 3 0,413 0,437 0,424 0,448 

III 2 2 0,051 0,051 0,052 0,052 

IV 2 2 0,051 0,051 0,053 0,053 

ΦEt (   y(2))-Bestimmung 

Modi- 
fikation 

Anzahl 
Komponenten 

RMSEC [m%] SEC [m%] 

 PCR PLS PCR PLS PCR PLS 

keine 3 3 0,179 0,132 0,184 0,135 

I 4 3 0,161 0,118 0,165 0,121 

II 5 3 0,158 0,165 0,162 0,169 

III 2 2 0,038 0,038 0,039 0,039 

IV 2 2 0,039 0,039 0,040 0,040 
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Mit den zu den Modifikationen I, II, III und IV des Datensets 1 (Anzahl der Messdatensätze 

N =21) gehörigen Kalibriermodellen, wurden die Vorhersagewerte Φ Zu und Φ Et sowie die 

zugehörigen Residuen eZu und eEt zu den Referenzwerten gebildet. Tabelle 4.13 enthält die 

statistischen Parameter RMSEC und SEC der aus den Residuen eZu und eEt gebildeten 

Mengen EZu und EEt. Bei allen Modifikationen liegt der systematische Fehler (BIAS) bei einer 

Größenordnung von 10-14  m%, und ist damit vernachlässigbar klein. 

Eine Vergrößerung bzw. Reduktion des Feldes der Messvariablen (Modifikation I und II) 

bewirkt, bezogen auf die PLS-Methode, lediglich eine geringfügige Absenkung bzw. 

Erhöhung der RMSEC- und SEC-Werte (gleichbedeutend mit einer Erhöhung bzw. 

Verminderung der Modellgenauigkeit) gegenüber den entsprechenden Werten beim 

unveränderten Datensatz (Tabelle 4.13). Zur Verdeutlichung sind die SEC-Werte aus 

Tabelle 4.13 in Abbildung 4.48 grafisch dargestellt. 
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Abbildung 4.48:  SEC-Werte für die mit der PLS-Methode erstellten Kalibriermodelle 

 der Modifikationen I bis IV des Datensets 1; 

   - y(1) (   ФZu),  - y(2) (   ФEt) 

 Eine signifikante Verbesserung der SEC-Werte, sprich eine Erhöhung der Genauigkeit ergibt 

sich bei den Modifikationen III und IV, die die Einführung einer neuen, unabhängigen 

physikalischen Messgröße, der Dichte beinhalten. 
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4.3.4 Konzentrationsbestimmung durch Auswertung der Parameter 

Kompressibilität und Dichte 

Die durch die gelösten Stoffe Zucker und Ethanol verursachte Absenkung der adiabatischen 

Kompressibilität in ternären Fluidgemischen lässt sich durch den Ausdruck (4.52), Abschnitt 

4.1.4.1 als lineare Superposition der Beiträge der Kompressibilitätsabsenkung in binären, 

jeweils nur Zucker bzw. Ethanol in gleicher Massenkonzentration enthaltenden Lösungen 

beschreiben. Für eine konstante Temperatur T lässt sich (4.52) vereinfachen zu 

 
  EtZuEtZu KK 21

 
  (4.99) 

mit 
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  (4.100) 

Gleichung (4.100) enthält die Koeffizienten K1 bis K4 aus Tabelle 4.3, Abschnitt 4.1.4.1. In 

analoger Weise zur Kompressibilität lässt sich auch die Dichte ternärer Gemische als eine 

Summe aus der Dichte von Wasser und einer durch die solvatisierten Komponenten Zucker 

und Ethanol verursachten Dichteänderung beschreiben 

 
)()()( TTT

EtZuWaEtZuWa  
  

  (4.101) 

Die Dichte ρWa+Zu+Et lässt sich wie in Abschnitt 4.1.4.1 beschrieben mit Gleichung (4.43) 

unter Zuhilfenahme der Tabellen in den Arbeiten [62] und [63] bestimmen, ρWa kann der 

Literatur [59] entnommen werden. Die mit Gleichung (4.101) bestimmten Werte ΔρZu+Et 

können in dem in dieser Arbeit betrachteten Konzentrationsbereich der Komponenten, sowie 

im verwendeten Temperaturbereich durch die Polynome 

 
  EtZuEtZu TRRTRR )()( 4321

 
  (4.102) 

approximiert werden, deren Koeffizienten R1, R2, R3, R4 durch lineare Regression bestimmt 

wurden (Tabelle 4.14). 

Tabelle 4.14:  Koeffizienten der Gleichung (4.102) 

(m%)-1
∙kg/m

3 (m%)-1
∙(°C)

-1
∙kg/m

3 

R1 3,995 R2 -1,841 

R3 -0,00202 R4 -0,0020 
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Die Ausdrücke (4.99) und (4.102) stellen ein System von zwei Gleichungen zur Bestimmung 

der unbekannten Größen ΦZu, ΦEt aus den aus der Messung bestimmbaren Parametern ΔκZu+Et, 

ΔρZu+Et dar. Zur Verringerung der Abweichung bei der Bestimmung  on ФZu, ФEt wird 

Gleichung (4.99) durch Division beider Seiten durch 10-12 auf die Größenordnung  on ΔρZu+Et 

umskaliert. Als Beispiel zur Konzentrationsbestimmung mit dem oben beschriebenen 

Verfahren wurden binäre und ternäre Gemische bei T = 20° C ausgewählt, deren Dichten bei 

dieser Temperatur mit dem Anton-Paar-Biegeschwinger gemessen wurden. Die Genauigkeit 

wurde durch Erstellung eines partiellen Dichtemodells für die Temperatur T = 20° C erhöht. 

Für die Konzentrationsbestimmung ergeben sich dann die vereinfachten 

Bestimmungsgleichungen 
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  (4.103) 

mit κ20, ρ20 – adiabatische Kompressibilität bzw. Dichte von Wasser bei T = 20° C  

(κ20 = 4,5591·10-10 Pa-1
, ρ20 = 998,2028 kg/m3). Tabelle 4.15 enthält die Ergebnisse der 

Konzentrationsbestimmung einiger binärer und ternärer Gemische. 

Tabelle 4.15:  Konzentrationsbestimmung an Gemischen bei T = 20° C nach Gl. (4.103) 

Referenz Konzentrationsbestimmung 
(Gl. (4.103)) Abweichung 

ФZu ФEt ФZu ФEt eZu eEt 
[m%] [m%] [m%] 

4 0 3,92 0,10 -0,08 0,10 
12 0 11,91 -0,03 -0,09 -0,03 
0 2 -0,01 2,04 -0,01 0,04 
0 6 0,08 5,91 0,08 -0,09 

5,9 1 5,82 0,94 -0,08 -0,06 
1,7 4 1,72 4,07 0,02 0,07 
7,9 2 7,80 1,91 -0,10 -0,09 
1,6 6 1,69 6,19 0,09 0,19 
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Zur Bestimmung der Zucker- und Ethanolkonzentration in Gemischen, die als weitere 

 omponente im Fluid gelöstes  ohlendioxid enthalten, kann ΔκZu+Et nach Gleichung (4.63), 

Abschnitt 4.1.4.3 aus der von Zucker, Ethanol und Kohlendioxid induzierten 

 esamtabsenkung ΔκZu+Et+CO2 durch Subtraktion des Kohlendioxidanteils berechnet werden 

 
)()()( TTT COCOEtZuEtZu 22

  
 
  (4.104) 

Der mit (4.104) bestimmte Wert ΔκZu+Et wird in die Bestimmungsgleichung (4.99) eingesetzt. 

Die Dichteänderung ΔρZu+Et+CO2 = ρWa+Zu+Et+CO2 – ρWa kann mit Hilfe des Ausdrucks (4.36), 

Abschnitt 4.1.3 bestimmt werden. Aus den Werten ΔρZu+Et+CO2 wird ein neues 

Regressionsmodell der Form 
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  (4.105) 

mit den in Tabelle 4.16 zusammengestellten Werten der Koeffizienten R1´ bis R4´ und R5 bis 

R7 erstellt. 

Tabelle 4.16:  Koeffizienten der Gleichung (4.105) 

[m%]-1 [m%∙bar∙°C]-1 [bar∙°C]-1 [bar]-1 [°C]-1 

R´1 3,9856 R´2 -1,8132 R5 -0,0241 R6 1,265 R7 -0,0193 

R´3 -0,00168 R´4 -0,00089       
  

ΔκZu+Et aus Gleichung (4.104) eingesetzt in Gleichung (4.99) ergibt, zusammen mit dem 

Ausdruck (4.105), ein neues System  on Bestimmungsgleichungen für ΦZu, ΦEt. Als Beispiel 

der Konzentrationsbestimmung mit diesen neuen Bestimmungsgleichungen werden wieder 

binäre und ternäre Gemische bei T = 20°C, diesmal jeweils mit einem Anteil an gelöstem 

Kohlendioxid untersucht. Analog zur Vorgehensweise bei der Erstellung des 

Gleichungssystems (4.103) wurden für die Temperatur T =20° C und die Behälterüberdrucke 

p = 1 bar und 2 bar separate Modelle der Dichteänderung erstellt. Daraus ergeben sich die 

Bestimmungsgleichungen 
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für T = 20° C und p = 1 bar, sowie 
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  (4.107) 

für T = 20° C, p = 2 bar. Tabelle 4.17 enthält die mit den Gleichungssystemen (4.106) und 

(4.107) bestimmten Konzentrationen ФZu und ФEt binärer und ternärer standardisierter 

Gemische im Vergleich mit den Referenzwerten. 

Tabelle 4.17:  Zucker- und Ethanolkonzentrationen binärer und ternärer Gemische mit 

 solvatisiertem CO2 bei T = 20° C nach (4.106) und (4.107) im Vergleich 

 mit den Referenzwerten 

Referenz Druck Konzentrationsbestimmung Abweichung 
ФZu ФEt p ФZu ФEt eZu eEt 

[m%] [bar] [m%] [m%] 

2 0 1 2,07 0,12 0,07 0,12 
0 6 1 0,10 6,01 0,10 0,01 

7,9 2 1 7,84 2,02 -0,06 0,02 
1,7 4 1 1,74 4,10 0,04 0,10 
0 1 2 0,08 1,02 0,08 0,02 

1,7 5 2 1,62 5,07 -0,08 0,07 
5,9 1 2 5,87 0,96 -0,03 -0,04 
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Die statistischen Parameter BIAS, RMSEC und SEC der Mengen EZu und EEt der mit der 

oben beschriebenen Methode zur Konzentrationsbestimmung ermittelten Residuen eZu und eEt 

für die Datensets 1, 3, 4 und 6 gemäß Abschnitt 4.3.1 sind in Tabelle 4.18 dargestellt. Bei der 

Bestimmung der Größen BIAS, RMSEC und SEC für das Datenset 3 wurden die 

Fluidgemische im Hochkonzentrationsbereich (Symbole  in Abbildung 4.39 a) 

weggelassen. 

Tabelle 4.18:  Systematische Abweichung (BIAS), mittlere Abweichung (RMSEC)  

 und Standardabweichung (SEC) der Residuen eZu und eEt der 

 Konzentrationsbestimmung via Kompressibilität und Dichte. 

Datenset gemäß 
Abschnitt 4.3.1 

Gemische ohne Kohlendioxidanteil (Modell (4.106), (4.107)) 

BIAS [m%] RMSEC [m%] SEC [m%] 
ФZu ФEt ФZu ФEt ФZu ФEt 

1 (N = 21) 0,016 0,085 0,065 0,109 0,064 0,070 
31 (N = 34) 0,020 0,090 0,073 0,125 0,071 0,088 

 Gemische mit Kohlendioxidanteil (Modell (4.103)) 
 BIAS [m%] RMSEC [m%] SEC [m%] 
 ФZu ФEt ФZu ФEt ФZu ФEt 

4 (N = 33) -0,064 -0,116 0,085 0,174 0,056 0,132 
6 (N = 84) -0,042 -0,103 0,081 0,176 0,070 0,144 

 

Im Vergleich zu den in den Abschnitten 4.3.2 und 4.3.3 vorgestellten Methoden zur 

Konzentrationsbestimmung ist hier die Standardabweichung bis zu einem Faktor 9 geringer. 

4.3.5 Vergleich der Kalibriermodelle 

Zum Vergleich der Modellgüte und Genauigkeit der in den Abschnitten 4.3.2 bis 4.3.4 

erläuterten, aus verschiedenen Ansätzen entwickelten Verfahren zur 

Konzentrationsbestimmung enthält Tabelle 4.19 die statistischen Parameter BIAS, RMSEC 

und SEC, sowie die maximalen negativen und positiven Werte MIN und MAX der Residuen 

eZu und eEt für die Methoden der Messung der Schallgeschwindigkeit bei zwei Temperaturen 

(Abschnitt 4.3.2), der PLS-Analyse (Abschnitt 4.3.3) und der Auswertung von 

                                                 
1 ohne Hochkonzentrationsbereich 
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Kompressibilität und Dichte (Abschnitt 4.3.4). Betrachtet werden hierbei die Kalibriersets 1 

(Gemische ohne CO2-Anteil) und 4 (Gemische mit CO2-Anteil). Beim 2-Temperatur-

Verfahren werden die Ergebnisse der Messtemperaturenkombination T1 = 2° C, T2 = 30° C 

betrachtet. 

Tabelle 4.19:  Systematischer Fehler (BIAS), mittlerer Fehler (RMSEC), Standardabweichung 

 (SEC) sowie maximale negative (MIN) und positive (MAX) Abweichung der 

 Residuen eZu, eEt für die Mengen EZu, EEt der Datensets 1 (ohne CO2-Anteil) 

 bzw. 4 (mit CO2-Anteil) für verschiedene Verfahren zur  Konzentrations-

 bestimmung (siehe Text) 

Gemische ohne Kohlendioxidanteil, Datenset 1 (N = 21) 

 
2 Temperaturen 

[m%] 
PLS 

[m%] 
Kompressibilität / Dichte 

[m%] 

 ФZu ФEt ФZu ФEt ФZu ФEt 

BIAS 0,003 0,005 ≈ 0 ≈ 0 0,016 0,085 
RMSEC 0,609 0,209 0,355 0,132 0,064 0,109 

SEC 0,657 0,215 0,364 0,135 0,064 0,070 
MIN -1,17 -0,45 -0,73 -0,18 -0,07 -0,03 
MAX 1,20 0,37 0,42 0,27 0,17 0,28 

Gemische mit Kohlendioxidanteil, Datenset 4 (N = 33) 

 
2 Temperaturen 

[m%] 
PLS 

[m%] 
Kompressibilität / Dichte 

[m%] 

 ФZu ФEt ФZu ФEt ФZu ФEt 

BIAS 0,23 0,08 ≈ 0 ≈ 0 -0,064 -0,116 
RMSEC 0,667 0,221 0,488 0,168 0,085 0,174 

SEC 0,637 0,208 0,496 0,171 0,056 0,132 
MIN -2,13 -0,27 -1,54 -0,55 -0,16 -0,38 
MAX 0,91 0,69 1,51 0,66 0,05 0,16 

 

Die Residuen eZu, eEt der verschiedenen Methoden zur Konzentrationsbestimmung weisen alle 

eine Normalverteilung (Gleichung (4.98)) auf (verifiziert mit dem Shapiro-Wilk-Test [81]). 

Abbildung 4.49 zeigt die aus den Mengen EZu, EEt der Residuen eZu, eEt gefitteten Funktionen 

Ρ(e) der Wahrscheinlichkeitsdichte der jeweils zugehörigen Normal erteilung für die 

verschiedenen Konzentrationsbestimmungsverfahren im Vergleich. 
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Abbildung 4.49: Wah scheinlichkei s ich e Ρ  e  N   alve  eilung fü   ie Resi uen eZu, eEt 

 der Konzentrationsbestimmung für Gemische ohne  (a., b; Datenset 1) und 

 mit CO2-Anteil (c., d; Datenset 4) und verschiedene analytische Methoden; 

   Messung der Schallgeschwindigkeit bei 2 Temperaturen, 

   Partial Least Squares- (PLS-) Analyse,    Kompressibilität/Dichte 

Es kann Folgendes festgestellt werden: 

- Die größte Genauigkeit (kleinster Wert der mittleren- bzw. Standardabweichung) der 

Konzentrationsbestimmung wird bei der Verwendung zweier unabhängiger physikalischer 

Parameter beim Kompressibilitäts-Dichte-Messverfahren erreicht (eine Abweichung in der 

gleichen Größenordnung ist auch mit dem PLS-Verfahren bei Erweiterung der 

Messwertmatrix X unter Verwendung der Parameter ΔUSVZu+Et und ρ erreichbar, siehe 

Abschnitt 4.3.3.3, Modifikationen III und IV). 

- In der Gruppe der Messverfahren, die die Schallgeschwindigkeit als einzigen 

physikalischen Parameter, zur Zucker-Ethanol-Bestimmung verwenden (2-Temperatur-

Verfahren und PLS-Analyse) liefert die PLS-Analyse, bedingt durch die bessere Anpassung 

der Kalibriermodelle an die Datenstruktur, eine höhere Genauigkeit, sowie eine 

vernachlässigbar geringe systematische Abweichung. 
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- Für Gemische ohne Kohlendioxidanteil wird in der Regel bei allen Methoden zur 

Konzentrationsbestimmung eine geringere mittlere- und Standardabweichung erreicht als 

bei Gemischen mit einem Anteil an solvatisiertem Kohlendioxid. 

4.3.6 Evaluation der Konzentrationsbestimmung an Bierproben 

Zur Evaluierung der Kalibriermodelle wurden die Zucker- und Ethanolkonzentrationen in 

handelsüblichen Bierproben mit den in den Abschnitten 4.3.2, 4.3.3 und 4.3.4 erläuterten 

Methoden zur Konzentrationsbestimmung ermittelt. Dazu wurden die Temperatur-

Schallgeschwindigkeits-Kennlinien der vollständig entgasten Proben in gleicher Weise wie 

bei den standardisierten Gemischen aus Abschnitt 4.1.2 als Einfachmessung aufgenommen. 

Außerdem wurden die Dichtewerte für alle Proben mit dem Anton Paar Biegeschwinger 

bestimmt. Die Referenzwerte ФZu, ФEt wurden mit einem automatisierten Analysengerät 

ermittelt. Tabelle 4.20 zeigt die Ergebnisse der Konzentrationsbestimmung, die mit den 

Methoden der Messung der Schallgeschwindigkeit bei 2 Temperaturen (Abschnitt 4.3.2), der 

Partial Least Squares Analyse (Abschnitt 4.3.3.2) und dem Kompressibilitäts-Dichte-

Verfahren durchgeführt wurde, im Vergleich. Der Referenzwert ФZu entspricht dabei dem 

wahren Extrakt. 

Fast alle mit dem 2-Temperatur-Verfahren, sowie der PLS-Analyse bestimmten 

Konzentrationswerte weisen eine positive Abweichung von den Referenzwerten auf. Diese 

Tatsache ist möglicherweise darauf zurückzuführen, dass die Erstellung der 

Kalibrierfunktionen mit Saccharose erfolgte, der Zuckeranteil bei Bier aber typischerweise als 

Majorkomponente Maltose enthält [82]. Für das Verfahren der Konzentrationsbestimmung 

aus Kompressibilität und Dichte (Abschnitt4.3.4) wurde deshalb aus den Messdaten der 

Schallgeschwindigkeit in einer Maltoselösung (Abschnitt 4.1.5) eine Maltosekalibration der 

Kompressibilität erstellt. Da sich die Dichten von Saccharose und Maltose in wässriger 

Lösung nur sehr gering unterscheiden (Lösungen mit 2 Massenprozent bei T = 20° C ρSaccharose 

= 1006 kg/m3
, ρMaltose = 1006,3 kg/m3) [63], wurden für Maltose näherungsweise die gleichen 

Dichtewerte wie für Saccharose angenommen, und ρ(T) mit Hilfe  on [61] bestimmt. In 

Tabelle 4.20 sind die Ergebnisse der Konzentrationsbestimmung für das Saccharose- und das 

Maltosemodell zusammengestellt. Das Maltosemodell liefert teilweise eine geringfügige 

Verbesserung bei der Ermittlung der Konzentrationswerte ΦEt und ΦZu. 
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Tabelle 4.20:  Konzentrationsbestimmung an Bierproben 

 Probe Nr.: 1 – Ratskrone Export, 2 – Kloster Pilsner,3 – Krombacher Pils, 

 4 – Stuttgarter Hofbräu Volksfestbier, 5 – Paulaner Volksfestbier, 

 6 – Schöfferhofer Hefeweizen, 7 – Dinkelacker Privat 

2 Temperaturen, Abschnitt 4.3.2 (T1 = 2° C, T2 = 30° C) 

Probe Nr. 
Referenz  Konz. Bestimmung Abweichung 

[m%] 

ФZu ФEt Φ Zu Φ Et eZu eEt 

1 4,62 4,00 4,97 4,27 0,35 0,27 
2 3,78 3,86 4,11 4,12 0,33 0,26 
3 3,63 3,89 3,80 4,14 0,17 0,25 
4 4,40 4,33 4,64 4,58 0,24 0,25 
5 4,97 4,44 5,02 4,71 0,05 0,27 
6 3,85 3,86 4,31 4,14 0,46 0,28 
7 4,01 3,90 4,21 4,17 0,20 0,27 

Partial Least Squares Analyse (PLS), Abschnitt 4.3.3.2 

Probe Nr. 

Referenz Konz. Bestimmung Abweichung 
[ m%] 

ФZu ФEt Φ Zu Φ Et eZu eEt 

1 4,62 4,00 5,03 4,20 0,41 0,20 
2 3,78 3,86 4,12 4,07 0,34 0,21 
3 3,63 3,89 3,79 4,10 0,16 0,21 
4 4,40 4,33 4,62 4,56 0,22 0,23 
5 4,97 4,44 4,80 4,78 -0,17 0,34 
6 3,85 3,86 4,26 4,09 0,41 0,23 
7 4,01 3,90 4,31 4,09 0,30 0,19 

Kompressibilität und Dichte, Abschnitt 4.3.4 

Probe 
Nr. 

Referenz 
 

Konz. Bestimmung 
Saccharose  

Konz. Bestimmung 
Maltose 

Abweichung 
Maltosemodell  

[m%] 

ФZu ФEt Φ Zu Φ Et Φ Zu Φ Et eZu eEt 

1 4,62 4,00 4,72 4,34 4,63 4,16 0,01 0,16 
2 3,78 3,86 3,76 4,22 3,70 4,09 -0,08 0,23 
4 4,40 4,33 4,33 4,67 4,26 4,51 -0,14 0,18 
5 4,97 4,44 4,33 4,98 4,25 4,82 -0,72 0,38 
7 4,01 3,90 4,13 4,15 4,06 4,00 0,05 0,10 
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5 Zusammenfassung und Ausblick 

Ziel der vorliegenden Arbeit war es, verschiedene ausschließlich auf der Auswertung 

ultraschallbasierter Parameter beruhende Kalibriermodelle bzw. Verfahren zur Bestimmung 

der Konzentration der Komponenten Zucker und Ethanol in Wasser+Zucker+Ethanol- und 

Wasser+Zucker+Ethanol+Kohlendioxid-Gemischen bei alkoholischen Fermentationsprozes-

sen zu entwickeln bzw. in ihrer Genauigkeit miteinander zu vergleichen. Dazu wurde 

zunächst die Abhängigkeit der physikalischen Parameter Ultraschallgeschwindigkeit und 

adiabatische Kompressibilität in standardisierten wässrigen Lösungen von Zucker, Ethanol 

(binäre Gemische) bzw. Zucker und Ethanol (ternäre Gemische), teilweise auch mit einem 

gesättigten Anteil an gelöstem Kohlendioxidgas von der Temperatur, der Konzentration der 

Komponenten Zucker und Ethanol und bei CO2-haltigen Lösungen zusätzlich vom 

Behälterdruck (CO2-Partialdruck) untersucht. Als Modellsubstanz für die Zuckerkomponente 

diente Saccharose, es wurden aber zusätzlich auch Messungen an den Sacchariden Glucose, 

Fructose und Maltose durchgeführt. Die Messung der Schallgeschwindigkeit wurde mit zwei 

im Puls-Echo-Modus arbeitenden Messanordnungen direkt durchgeführt. Die adiabatische 

Kompressibilität kann nur indirekt aus den Parametern Schallgeschwindigkeit und Dichte 

bestimmt werden. Das Datenfeld der von der Temperatur und von der Konzentration der 

gelösten Substanzen abhängigen Dichte der untersuchten Fluidgemische wurde mit Hilfe von 

Näherungsformeln aus inter- und extrapolierten Literaturwerten sowie Einzelmessungen mit 

dem Anton-Paar-Biegeschwinger erstellt. Mit der hier verwendeten Apparatur zur 

Schallgeschwindigkeitsmessung sind auch Messungen der akustischen Impedanz des möglich. 

Da die Dichte des Probenfluids indirekt aus der Schallgeschwindigkeit und der akustischen 

Impedanz bestimmt werden kann, wurden mehrere Testmessungen mit einem gegenüber der 

Impedanzmessmethode von J.A. Bamberger modifizierten Verfahren im Hinblick auf eine 

spätere automatisierte Dichtemessung durchgeführt. 

Für die Parameter Schallgeschwindigkeit, adiabatische Kompressibilität und Dichte ergeben 

sich aus den Messungen folgende Aussagen: 

- Schallgeschwindigkeit 

Die Komponenten Zucker, Ethanol und CO2 führen in wässriger Lösung einzeln oder 

gemeinsam generell zu einer Erhöhung der Schallgeschwindigkeit gegenüber der 

Schallgeschwindigkeit in reinem Wasser. Der Zuwachs an Schallgeschwindigkeit bewegt sich 

bei den untersuchten Gemischen je nach Konzentration der betreffenden Komponente(n) und 
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Temperatur in einem Bereich von ca. 0,5 m/s bis 112 m/s, was einem Anteil von ca. 0,4‰ bis 

7,5% der Gesamtschallgeschwindigkeit entspricht. Der Betrag der 

Schallgeschwindigkeitsänderung steigt monoton mit der Konzentration der gelösten 

Substanzen Zucker und Ethanol sowie mit dem  CO2-Gleichgewichtsdruck und fällt monoton 

bei steigender Temperatur. 

- Adiabatische Kompressibilität 

In den untersuchten Gemischen mit Wasser bewirken die gelösten Substanzen Zucker, 

Ethanol und CO2 alle eine Absenkung der Kompressibilität gegenüber der Kompressibilität 

ein reinem Wasser. Ihr Betrag steigt mit der Konzentration der jeweiligen Komponente an, 

wobei sich in Zucker- und Ethanollösungen ein linearer Zusammenhang zeigt. In 

Fluidgemischen, die mehrere der betrachteten gelösten Komponenten enthalten, ergibt sich 

die Gesamtabsenkung der Kompressibilität durch Addition der entsprechenden Anteile der 

Einzelsubstanzen. 

Unter Verwendung der oben beschriebenen Messergebnisse  wurden verschiedene 

Kalibriermodelle bzw. Methoden zur Konzentrationsbestimmung, getrennt für Gemische ohne 

und mit CO2-Anteil, erstellt.  

- Konzentrationsbestimmung durch Messung der Schallgeschwindigkeit bei zwei 

Temperaturen 

In Fluidgemischen, die Zucker und Ethanol (optional auch gelöstes CO2) enthalten  lässt sich 

die Konzentration beider Stoffe eindeutig durch Messung der Schallgeschwindigkeit bei  

2 Temperaturen bestimmen. Die Genauigkeit dieser Methode steigt bei größer werdendem 

Temperaturabstand. Bei den betrachteten Datensets liegt die minimale erreichbare 

Standardabweichung der Vorhersage (SEC)  für Gemische ohne wie auch mit CO2-Anteil für 

die Komponente Zucker im Schnitt bei ca. 0,6  m%, für Ethanol bei  0,2 m%.  

- Direkte Modellerstellung durch Hauptkomponenten- bzw. PLS-Analyse. 

Mit den Methoden der Hauptkomponenten- (PCA-) und PLS-Analyse wurden Messdatensätze 

mit Schallgeschwindigkeitswerten bei mehreren Temperaturen (für Fluide mit CO2-Anteil 

zusätzlich mit CO2-Druckwerten) auf neue, der Datenstruktur optimal angepasste 

Koordinatensysteme transformiert, und anschließend die Modellparameter durch lineare 

Regression bestimmt. Die PLS-Analyse zeigte im Allgemeinen eine höhere Genauigkeit der 

Vorhersage bei geringerer Modellkomplexität als die PCA. Die minimale 

Standardabweichung für die Zucker-/Ethanolkonzentration beträgt bei dieser Methode 
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0,36 m% / 0,13 m% für Gemische ohne CO2-Anteil und 0,5 m% / 0,17 m% für Fluide mit 

CO2-Anteil.  

- Konzentrationsbestimmung mittels Kompressibilität und Dichte 

Für die durch eine oder mehrere der in Wasser gelösten Substanzen Zucker, Ethanol und CO2 

induzierten Kompressibilitäts- und Dichteänderungen lassen sich im untersuchten 

Konzentrations-, Temperatur- und CO2-Druckbereich linearisierte Modelle erstellen, worin 

die Beiträge der einzelnen Komponenten additiv wirken. Daraus lassen sich eindeutige 

Bestimmungsgleichungen für die Zucker- und Ethanolkonzentration erstellen. Die minimalen 

erreichbaren Werte der Standardabweichung liegen bei diesem Verfahren wesentlich niedriger 

als bei den anderen beschriebenen Methoden und betragen für die Vorhersage der Zucker- / 

Ethanolkonzentration  0,06 m% / 0,07 m% (Gemische ohne CO2-Anteil) bzw. 0,06 m% / 0,13 

m% (Gemische mit CO2-Anteil). 

Werden die Dichtewerte der Probenfluide als weiterer Parameter in das PLS-Modell 

einbezogen, lassen sich die SEC-Werte bei dieser Methode bis auf 0,05 m% 

(Zuckerbestimmung) bzw. 0,04 m% (Ethanolbestimmung) senken. Die Genauigkeit der 

Kompressibilitäts/Dichte- sowie PLS-Methode bei der Konzentrationsbestimmung nähern 

sich damit bereits der mit kommerziellen Analysengeräten erreichbaren Genauigkeit 

(SCABA-Analysator: Zucker / Ethanolbestimmung 0,01 m% / 0,02 m%; Anton-Paar-

Bieranalysator 0,01 m% / 0,01 m%). Die im Antrag zum AIF-Projekt 14790N angestrebte 

Genauigkeit von ca. 0,05 m% (Zucker- und Ethanolbestimmung) für Labor- und 0,2 m% für 

online-Analysen kann mit diesen Methoden erreicht werden.  

Erste Testmessungen der oben beschriebenen Methoden zur Konzentrationsbestimmung an 

realen Bierproben ergaben relativ große systematische Abweichungen von den 

Referenzwerten. Das ist vermutlich auf die Tatsache zurückzuführen, dass die 

Modellerstellung mit dem Disaccharid Saccharose als Zuckerkomponente durchgeführt 

wurde, Bierwürze aber ein Spektrum aus Mono- und Disacchariden mit der Majorkomponente 

Maltose sowie weitere Minorkomponenten enthält, die alle einen spezifischen Einfluss auf die 

Ultraschallkenngrößen haben. 

Die zur Realisierung der 2-Temperatur-Methode und des PLS-Regressionsmodells zur 

Konzentrationsbestimmung notwendigen Messanordnungen sind wesentlich aufwendiger als 

die vergleichbare Anordnung für die Kompressibilitäts-Dichte-Methode. Zur Messung der 

Schallgeschwindigkeit bei zwei Temperaturen sind mindestens zwei, für die PLS-Methode ca. 

sieben hochgenau temperierte Messkammern zur Messung der Schallgeschwindigkeiten bei 

den vorgegebenen Solltemperaturen nötig, die bei einer Online-Messung im Bypass z.B. zum 
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Gärtank oder zur Hauptleitung eingesetzt werden müssten. Damit sind diese Methoden mehr 

zum Einsatz in Laboranalysegeräten geeignet. Die Kompressibilitäts-Dichte-Methode kommt 

mit nur einem Sensor aus, der z. B. in Form einer Messsonde, wie sie in Abschnitt 3.1.6.2 

beschrieben wurde, direkt in den Gärtank eingebracht werden kann. 

Zur weiteren Verbesserung der Qualität der oben beschriebenen Verfahren zur 

Konzentrationsbestimmung müssen Datenfelder der Schallgeschwindigkeit, Dichte und 

Kompressibilität in binären und ternären Gemischen mit den Monosacchariden Glukose, 

Fruktose, sowie dem Disaccharid Maltose als Zuckerkomponente bzw. Modelle, die die 

typischen Zuckerspektren verschiedener Fermentationsfluide (Bierwürze, Maische zur 

Bioethanolherstellung etc.) berücksichtigen, erstellt werden. Da diejenigen Methoden zur 

Konzentrationsbestimmung, die zwei unabhängige physikalische Parameter auswerten 

generell eine höhere Genauigkeit bieten ist es notwendig, neben der 

Schallgeschwindigkeitsmessung über ein Messverfahren zur kontinuierlichen 

Messwertaufnahme der akustischen Impedanz, und damit auch der Dichte und der 

adiabatischen Kompressibilität zu verfügen. Dies kann entweder durch Weiterentwicklung 

des in Abschnitt 4.1.1 beschriebenen Impedanzmessverfahrens oder durch Anwendung rein 

numerischer Methoden, wie z. B. Mustererkennung erreicht werden. 
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A Anhang 

A.1 Genauigkeit bei der Bestimmung von Signalamplitude und 

-nulldurchgang bei digitaler Signalwertaufnahme 

Die Messgenauigkeit für die Methoden 1 und 2, Abbildung 3.3, Abschnitt 3.1.2 (Bestimmung 

des Signalmaximums) wird anhand der Ausschnittvergrößerung 1 in Abbildung A.1 deutlich 
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Abbildung A.1:  Zur Abweichung der Zeitmessung bei den in Abbildung 3.3 dargestellten 

 Messmethoden 

Sie liegt maximal bei der Größenordnung der Abtastrate ts, d.h. dem Abstand der Messpunkte 

bei der digitalen Messwerterfassung, also bei Δt2 = 40 ns. Bei der Messmethode 3, 

(Abbildung 3.3, Abschnitt 3.1.2, Bestimmung des Signalnulldurchganges), in 

Ausschnittvergrößerung 2, Abbildung A.1 stellt der Nulldurchgang des Signals den 

Schnittpunkt der Verbindungsgeraden zwischen den Punkten a und b mit der Ordinate A = 0 

dar. Die Gleichung dieser Geraden ist gegeben durch den Ausdruck 
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Aus der Bedingung A(t2) = 0 ergibt sich 
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Die Messungenauigkeit ergibt sich aus den Fehlern bei der Zeit- und Amplitudenmessung: 
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Da die Abtastung des Signals durch einen Schwingquarz getaktet wird, sind die 

Abweichungen bei der Zeitmessung Δta, Δtb vernachlässigbar klein. Die Fehler bei der 

Amplitudenmessung liegen bei etwa 1 bit, was eine Abweichung  on ΔAa = ΔAb = 1 zur 

Folge hat. Mit den verbleibenden partiellen Differentialen aus Gleichung (A.3) und Einsetzen 

 on ΔAa, ΔAb folgt für die Messungenauigkeit 
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für ΔAa = ΔAb, sowie 
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für den Fall ΔAa = -ΔAb. Für das Beispiel aus Abbildung A.1 ist ta-tb = - 40 ns, sowie  

Aa = 443 und Ab = -239. Damit ergibt sich mit den Gleichungen (A.4) und (A.5) die 

Messungenauigkeit Δt2 = 58,6 ps für den Fall ΔAa = ΔAb und Δt2 = 17,5 ps für den Fall  

ΔAa = -ΔAb. 

A.2 Fehler bei der Impedanzbestimmung nach Bamberger 

Der Fehler bei der Impedanzbestimmung nach der Methode von J.A. Bamberger ergibt sich 

aus Fehlern bei der Bestimmung der Geradensteigungen m(Probe) und m(Referenz) durch 

Fehlerfortpflanzung. Die Bestimmung der Steigung einer Regressionsgeraden erfolgt nach 

dem Ausdruck 
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mit den unabhängigen Variablen xi (entsprechend dem Laufindex n), der abhängigen 

Variablen yi (entsprechend dem Logarithmus der Amplitude A), sowie den arithmetischen 

Mittelwerten x   und y  aus N gemessenen Werten x und y. Der Gesamtfehler bei der 

Bestimmung von m lautet 
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mit den Fehlern Δx, Δx  , Δy, Δy  bei der Messung der Parameter x, x  , y und y . Da die Größe x 

nur einen Laufindex darstellt, ist sie exakt bestimmt, es gilt Δxi = Δx   = 0. Ausdifferenzieren 

von Gleichung (A.6) ergibt unter Verwendung der Beziehung y = ln A 
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Aus Gleichung (3.7), Abschnitt 3.1.3 ergibt sich der Fehler bei der Berechnung des 

Reflexionskoeffizienten durch Differentiation 
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  (A.9) 

Ein entsprechender Ausdruck ergibt sich für die Impedanzauswertung via Pulsenergie 
(Abschnitt 4.1.1) aus (4.15) 
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Aus Gleichung (3.8) folgt, ebenfalls durch Differenzieren, der Fehler bei der 

Impedanzbestimmung 
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Für das Messbeispiel aus Abschnitt 4.1.1. Tabelle 4.1 folgt für die Impedanzbestimmung via 

Spektralamplitude unter Anwendung der Gleichungen (A.9) und (A.11) ΔZ(Probe) = ±3399 

kg/m2s (= ±0,22 %) für ein Gemisch mit 5 m% Zucker  und ΔZ(Probe) = ±6593,5 kg/m2s  

(= ±0,42%) für eine Lösung mit 10 m% Zucker. 

A.3 Einfluss des Behälterdruckes auf die Schallgeschwindigkeit 

Der Druck im Probenbehälter (Messanordnung Abbildung 3.6, Abschnitt 3.1.6.1) beeinflusst 

die Schallgeschwindigkeit im Probenfluid über die Druckabhängigkeit der Kompressibilität 

und der Dichte 
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Ein Behälterüberdruck bewirkt außerdem eine Ausdehnung des Probenbehälters und damit 

eine von der Kalibrierung (Gleichung (3.2), Abschnitt 3.1.1) abweichende größere akustische 

Weglänge bei der Schallgeschwindigkeitsmessung [83]. 

Zur Untersuchung der tatsächlichen (Änderung von Kompressibilität und Dichte) und der 

scheinbaren (Änderung der akustischen Weglänge) druckbedingten Änderung der 

Schallgeschwindigkeit wurde die Schallgeschwindigkeit in Wasser bei einer konstanten 

Temperatur von 22,5° C unter Variation des Behälterdruckes durch Zuführen von Pressluft 

gemessen. Abbildung A.2 zeigt die gemessene. durch den Behälterüberdruck p bedingte 

Abweichung ΔUSVp = USV(p) – USV (p = 0 bar) der Schallgeschwindigkeit von der 

Schallgeschwindigkeit bei Atmosphärendruck im Vergleich mit theoretischen Werten, die mit 

Hilfe des Ausdruckes 
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bestimmt wurden, der aus einer Näherungsformel von Chen und Millero [84] abgeleitet 

wurde. 
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Abbildung A.2:  D uck e ing e Än e ung ΔUSV   e  Schallgeschwin igkei  

  - experimentell;   - nach Chen und Millero [84] 

Die Abweichung zwischen den experimentell und theoretisch ermittelten Werten der 

Schallgeschwindigkeitskomponente ΔUSVp beruht mit großer Wahrscheinlichkeit auf dem 

oben erwähnten Anwachsen der akustischen Weglänge aufgrund der Behälterausdehnung.  

Die zur Erstellung der Kalibriermodelle in den Abschnitten 4.3.2, 4.3.3 und 4.3.4 verwendete, 

durch Zucker, Ethanol und Kohlendioxid induzierte Komponente der 

Gesamtschallgeschwindigkeit ist durch 
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gegeben. Kommt eine druckbedingte Änderung der Schallgeschwindigkeit hinzu, wird daraus 
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Unter der Annahme, dass ΔUSVp in reinem Wasser, sowie in Gemischen mit Zucker, Ethanol 

und Kohlendioxid den gleichen Wert hat, entfällt diese Größe bei der Bestimmung von 

ΔUSVZu+Et+CO2. Die Dichte ist gemäß dem Ausdruck 
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(ρ – Dichte, κ – Kompressibilität) vom Überdruck p abhängig. Abbildung A.3 zeigt die 

Dichteänderung Δρp(p, T) = ρ(p, T) – ρ(T)  on reinem Wasser in Abhängigkeit  om Druck 
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bei einer Temperatur von 20° C. Die Werte für ρ(20° C), κ(20° C) wurden [60] entnommen. 
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Abbildung A.3:  Dich e n e ung Δρp von reinem Wasser bei T = 20° C in Abhängigkeit vom 

 Überdruck p gegenüber dem atmosphärischen Druck 

In Abschnitt 4.1.4.1 wird die adiabatische Kompressibilität nach der Gleichung 
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bestimmt, wobei USV, ρ gemessene Größen sind. Eine druckbedingte Änderung von 

Schallgeschwindigkeit und Dichte bewirkt eine Abweichung 
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der aus (A.17) bestimmten Kompressibilität. Unter Verwendung von (A.17) wird aus (A.18) 
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  (A.19) 

Tabelle A.1 enthält die druckbedingte Änderung der Schallgeschwindigkeit ΔUSVp, der 

Dichte Δρp, sowie der aus (A.19) bestimmten Änderung der Kompressibilität Δκp bei einer 

Temperatur von 20° C und Überdrucken von 1 und 2 bar. Die durch einen Behälterüberdruck 

verursachte Dichteänderung liegt im Bereich bis 2 bar Überdruck unter der Messgenauigkeit 

kommerzieller Biegeschwinger Dichtemessgeräte (ca. ± 0,1 kg/m3). 
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Tabelle A.1:  D uck e ing e Än e ungen ΔUSVp  Δρp  Δκp der Schallgeschwindigkeit, Dichte 

 und Kompressibilität bei Überdrucken p =1 bar und p = 2 bar 

p [bar] ΔUSVp  [m/s] Δρp  [kg/m3] Δκp  [10-10 Pa-1] 
1 0,16 0,046 -0,0012 
2 0,32 0,092 -0,0024 

 

Die daraus resultierende Ungenauigkeit bei der Bestimmung der adiabatischen 

Kompressibilität bewegt sich bei ca. -0,5 ‰ des Wertes  on Wasser für 20° C (κ(20° C) = 

4,59∙10-10 Pa-1), und ist deshalb vernachlässigbar. 

A.4 Tabellen 

A.4.1 Gleichung von Rammert und Pahl (Abschnitt 4.1.3) 

Tabelle A.2: Konstanten der Gleichung (4.38) [47] 

Konstante Wert Konstante Wert 
K1 3,36764000000 K8 0,00000015933 

K2 0,07000000000 K9 0,47231000000 

K3 0,01400000000 K10 0,02988000000 

K4 0,00044000000 K11 0,00116050000 

K5 0,12723000000 K12 0,00002251000 

K6 0,00282560000 K13 0,00000015933 

K7 0,00003359700   
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A.4.2 Polynomisches Modell der Schallgeschwindigkeit (Abschnitt 4.2) 

Tabelle A.3: Koeffizienten der Gleichungen (4.68), (4.69) 

Pxy+Qxy 
[m∙s

-1
∙(m%)-x

∙(°C)-y] 
Pxy 

[m∙s
-1
∙(m%)-x

∙(°C)-y] 

Qxy 
[m∙s

-1
∙(m%)-x

∙(°C)-y] 

P01+Q01 -0,1413  P10 3,2921 Q10 10,126 
P02+Q02 0,00962 P11 -0,01734 Q11 -0,19655 
P03+Q03 -0,000185 P12 -0,0016093 Q12 0,002615 

  P13 0,00003917 Q13 -0,00001848 

  P20 0,02798 Q20 0,2673 

  P21 -0,001326 Q21 -0,007777 

  P22 0,00013251 Q22 -0,0000604 

  P23 -0,00000275 Q23 0,000002127 
 

 

Tabelle A.4: Koeffizienten der Gleichung (4.72) 

Pxy+Qxy 
[m∙s

-1
∙(m%)-x

∙(°C)-y] 
Pxy 

[m∙s
-1
∙(m%)-x

∙(°C)-y] 
Qxy 

[m∙s
-1
∙(m%)-x

∙(°C)-y] 

P01+Q01 -0,1926 P10 3,3505 Q10 11,458 

P02+Q02 0,006254 P11 -0,05107 Q11 -0,27898 

P03+Q03 -0,000104 P12 0,0014407 Q12 0,003396 

  P13 -0,00002620 Q13 0,00000104 

  P20 0,02519 Q20 0,1268 

  P21 0,0007462 Q21 0,001342 

  P22 -0,00006990 Q22 -0,000004 

  P23 0,000001434 Q23 -0,000004366 

Rxy 
[m∙s

-1
∙(bar)-x

∙(°C)-y] 

Sx 
[m∙s

-1
∙(m%∙bar)

-1
∙(°C)-x] 

Ux 
[m∙s

-1
∙(m%∙bar)

-1
∙(°C)-x] 

R10 4,124 S0 -0,0611 U0 -0,2137 

R21 -0,0656 S1 0,002777 U1 0,00366 

R22 0,001052 
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A.4.1 Konzentrationsbestimmung durch Messung der 

Schallgeschwindigkeit bei 2 Temperaturen (Abschnitt 4.3.2) 

Tabelle A.5: Koeffizienten der Gleichungen (4.79) und (4.80) 

Gleichung (4.79) Gleichung (4.80) 

P00+Q00+R00 0,878 m% U00+V00+W00 0,279 m% 

P01+R01 -0,0344 m%∙(°C)
-1 U01+W01 -0,0149 m%∙(°C)

-1 

P02+R02 0,00076 m%∙(°C)
-2 U02+W02 0,000421 m%∙(°C)

-2 

P10+Q10 -3,310  U10+V10 -0,3397  

P20+Q20 -0,1509 (m%)-1 U20+V20 -0,00402 (m%)-1 

Q01+R10 0,25710 m%∙s∙m
-1 V01+W10 0,08303 m%∙s∙m

-1 

P11 0,0300 (°C)-1 U11 -0,00303 (°C)-1 

P12 -0,000090 (°C)-2 U12 0,000004 (°C)-2 

P21 0,00174 (m%)-1
∙(°C)-1 U21 -0,00000015 (m%)-1

∙(°C)-1 

P22 0,000004 (m%)-1
∙(°C)-2 U22 -0,00000248 (m%)-1

∙(°C)-2 

Q11 0,02511 s∙m
-1 V11 0,00257 s∙m

-1 

Q12 -0,0002142 s2
∙m-2 V12 -0,0000205 s2

∙m-2 

Q21 0,00092 (m%)-1
∙s∙m

-1 V21 -0,000002 (m%)-1
∙s∙m

-1 

R11 0,00593 m%∙s∙m
-1
∙(°C)-1 W11 0,002970 m%∙s∙m

-1
∙(°C)-1 

R12 -0,0000574 m%∙s∙m
-1
∙(°C)-2 W12 -0,0000132 m%∙s∙m

-1
∙(°C)-2 

R21 -0,0000469 m%∙s
2
∙m-2

∙(°C)-1 W21 -0,0000183 m%∙s
2
∙m-2

∙(°C)-1 

R22 0,00000043 m%∙s
2
∙m-2

∙(°C)-2 W22 0,000000441 m%∙s
2
∙m-2

∙(°C)-2 
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Tabelle A.6: Koeffizienten der Gleichungen (4.81) und (4.82) 

Gleichung (4.81) Gleichung (4.82) 

P´01+R´01+S01 0,01573 m%∙(°C)
-1 U´01+W´01+X01 0,01051 m%∙(°C)

-1 
P´02+R´02+S02 0,000301 m%∙(°C)

-2 U´02+W´02+X02 -0,000065 m%∙(°C)
-2 

P´10+Q´10 -3,4858  U´10+V´10 -0,40417  

P´20+Q´20 -0,26501 (m%)-1 U´20+V´20 0,00028 (m%)-1 

Q´01+R´10 0,28074 m%∙s∙m
-1 V´01+W´10 0,08671 m%∙s∙m

-1 
 

P´11 0,046994 (°C)-1 U´11 -0,003382 (°C)-1 

P´12 -0,0003502 (°C)-2 U´12 0,00000452 (°C)-2 

P´21 -0,0000386 (m%)-1
∙(°C)-1 U´21 -0,0001066 (m%)-1

∙(°C)-1 

P´22 0,00006500 (m%)-1
∙(°C)-2 U´22 -0,00000071 (m%)-1

∙(°C)-2 

Q´11 0,032963 s∙m
-1 V´11 0,005148 s∙m

-1 

Q´12 -0,00037875 s2
∙m-2 V´12 -0,00004618 s2

∙m-2 

Q´21 0,0032715 (m%)-1
∙s∙m

-1 V´21 -0,0000857 (m%)-1
∙s∙m

-1 

R´11 0,0062939 m%∙s∙m
-1
∙(°C)-1 W´11 0,0028678 m%∙s∙m

-1
∙(°C)-1 

R´12 -0,00006113 m%∙s∙m
-1
∙(°C)-2 W´12 0,00000407 m%∙s∙m

-1
∙(°C)-2 

R´21 -0,00005880 m%∙s
2
∙m-2

∙(°C)-1 W´21 -0,00001530 m%∙s
2
∙m-2

∙(°C)-1 

R´22 0,00000021 m%∙s
2
∙m-2

∙(°C)-2 W´22 0,00000007 m%∙s
2
∙m-2

∙(°C)-2 

S10 -2,0131 m%∙(bar)
-1 X10 -0,6371 m%∙(bar)

-1 

S11 0,02852 m%∙(bar)
-1
∙(°C)-1 X11 0,00334 m%∙(bar)

-1
∙(°C)-1 

S12 -0,0004538 m%∙(bar)
-1
∙(°C)-2 X20 0,1278 m%∙(bar)

-2 

S20 0,4232 m%∙(bar)
-2 X3 0,00996 (bar)-1 

S3 0,00668 (bar)-1 
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A.4.2 PLS-Regressionskoeffizienten (Abschnitt 4.3.3.2) 

Tabelle A.7: PLS-Regressionskoeffizienten für das Kalibrierset 1 

x b1x b2x x b1x b2x 
 [m%∙s∙m

-1]  [m%∙s∙m
-1] 

0 1,146940 -0,143840 15 0,181171 -0,096829 

1 -0,644764 0,239183 16 0,838344 -0,306666 

2 -0,422891 0,169139 17 0,660475 -0,209469 

3 -0,419275 0,175696 18 0,417996 -0,138445 

4 -0,182879 0,084786 19 0,609880 -0,253255 

5 -0,299699 0,134140 20 0,313001 -0,210151 

6 -0,051391 0,023196 21 0,311644 -0,080286 

7 -0,260343 0,126935 22 0,142249 -0,015104 

8 -0,147784 0,083581 23 0,443298 -0,120230 

9 -0,485313 0,188475 24 0,508296 -0,233377 

10 -0,034281 0,002086 25 -0,629975 0,215464 

11 -0,121589 0,018258 26 -0,314919 0,148924 

12 0,338642 -0,122582 27 -0,175794 0,156883 

13 0,773326 -0,330942 28 -1,130384 0,391783 

14 0,395536 -0,183814 29 -0,088191 0,065356 
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Tabelle A.8: PLS-Regressionskoeffizienten für das Kalibrierset 2 

x b1x b2x x b1x b2x 
 [m%∙s∙m

-1]  [m%∙s∙m
-1] 

0 0,845985 -0,057418 15 1,281791 -0,287468 

1 -0,639904 0,179025 16 0,275504 -0,118436 

2 -0,877871 0,177080 17 1,010857 -0,203098 

3 -0,201881 0,126953 18 0,928123 -0,237703 

4 -0,115903 0,063348 19 1,052092 -0,321250 

5 -0,214012 0,077516 20 0,485053 -0,233966 

6 -0,285279 0,106702 21 0,501860 -0,174882 

7 -0,389209 0,095301 22 0,103035 -0,094506 

8 0,106114 0,033632 23 1,130671 -0,254396 

9 -0,084020 0,040665 24 -1,038852 0,185801 

10 0,080103 0,036644 25 -1,079007 0,272060 

11 -0,179265 0,122391 26 -0,482348 0,064823 

12 -0,539184 0,121001 27 -0,636271 0,231449 

13 0,675854 -0,184034 28 -0,525753 0,222862 

14 0,227980 -0,126759 29 -0,068552 0,003986 
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Tabelle A.9: PLS-Regressionskoeffizienten für das Kalibrierset 3 

x b1x b2x x b1x b2x 
 [m%∙s∙m

-1]  [m%∙s∙m
-1] 

0 0,786907 -0,078704 15 1,261758 -0,304770 

1 -0,730747 0,219084 16 0,185147 -0,060594 

2 -0,878123 0,203678 17 0,810231 -0,157688 

3 -0,133973 0,103891 18 1,003575 -0,248915 

4 -0,114892 0,077267 19 1,216582 -0,367534 

5 -0,223637 0,082838 20 0,636833 -0,240541 

6 -0,399671 0,122890 21 0,415382 -0,160668 

7 -0,388324 0,108490 22 0,320619 -0,158443 

8 0,139806 -0,002889 23 1,195116 -0,315621 

9 -0,145435 0,055333 24 -0,705746 0,082009 

10 0,010066 0,031405 25 -0,832532 0,244234 

11 -0,149641 0,086791 26 -0,889840 0,190361 

12 -0,498509 0,122813 27 -0,469348 0,194816 

13 0,664082 -0,199054 28 -0,877320 0,299295 

14 0,347061 -0,150560 29 -0,251483 0,060462 
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Tabelle A.10: PLS-Regressionskoeffizienten für das Kalibrierset 4 

x b1x b2x x b1x b2x 
 [m%∙s∙m

-1]  [m%∙s∙m
-1] 

0 1,957431 -0,562449 16 0,007489 0,001362 
1 -0,115170 0,046068 17 0,016769 -0,002110 
2 -0,110381 0,044324 18 0,031012 -0,007225 
3 -0,104477 0,042235 19 0,046305 -0,012917 
4 -0,097903 0,039840 20 0,061478 -0,018469 
5 -0,093125 0,038133 21 0,080709 -0,025731 
6 -0,086582 0,035756 22 0,093955 -0,030378 
7 -0,080423 0,033529 23 0,112595 -0,037348 
8 -0,073825 0,031110 24 0,134482 -0,045514 
9 -0,062687 0,026979 25 0,150260 -0,051352 
10 -0,057507 0,024824 26 0,165585 -0,056867 
11 -0,047316 0,021160 27 0,187402 -0,065050 
12 -0,039104 0,018401 28 0,214619 -0,075267 
13 -0,028211 0,014446 29 0,234859 -0,082680 
14 -0,013463 0,009007 30 0,344543 -0,192508 
15 -0,004819 0,005850 31 0,114848 -0,064169 
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Tabelle A.11: PLS-Regressionskoeffizienten für das Kalibrierset 5 

x b1x b2x x b1x b2x 
 [m%∙s∙m

-1]  [m%∙s∙m
-1] 

0 0,047594 0,320613 16 0,003162 0,003877 

1 -0,104619 0,041092 17 0,012569 -0,000030 

2 -0,104778 0,041715 18 0,030289 -0,006152 

3 -0,096042 0,038527 19 0,045858 -0,012519 

4 -0,091839 0,037323 20 0,058156 -0,016478 

5 -0,093249 0,038180 21 0,077706 -0,025090 

6 -0,084445 0,034928 22 0,088873 -0,027330 

7 -0,083258 0,035018 23 0,112883 -0,036864 

8 -0,076978 0,032438 24 0,134102 -0,045365 

9 -0,073511 0,031309 25 0,156158 -0,054663 

10 -0,072876 0,030663 26 0,172223 -0,058949 

11 -0,064460 0,028038 27 0,201249 -0,070355 

12 -0,044187 0,020347 28 0,222036 -0,079360 

13 -0,030610 0,015623 29 0,259198 -0,093732 

14 -0,021204 0,012556 30 3,454388 -1,658006 

15 -0,007939 0,007488 31 -0,919040 0,422987 
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Tabelle A.12: PLS-Regressionskoeffizienten für das Kalibrierset 6 

x b1x b2x x b1x b2x 
 [m%∙s∙m

-1]  [m%∙s∙m
-1] 

0 -0,656339 0,373681 16 0,279763 -0,096053 

1 -0,045942 0,131892 17 0,192272 0,000747 

2 -0,010155 0,066301 18 0,506903 -0,196948 

3 0,092877 -0,016849 19 0,458747 -0,261609 

4 -0,018575 -0,021333 20 0,652756 -0,145546 

5 -0,298483 0,092366 21 -0,166218 0,230128 

6 -0,399517 0,105996 22 0,288776 -0,053298 

7 -0,291794 0,145627 23 0,060708 -0,010352 

8 -0,270138 0,047149 24 0,187153 -0,025801 

9 -0,664368 0,209304 25 -0,291605 0,089268 

10 -0,046188 0,018393 26 0,039568 0,027770 

11 -0,198920 0,112916 27 0,275174 -0,131820 

12 -0,225427 0,021500 28 -0,379872 0,238891 

13 0,087555 -0,182101 29 0,182327 -0,222228 

14 0,244350 -0,121603 30 3,480785 -1,801624 

15 0,317967 -0,143755 31 -0,810866 0,406961 
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